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RESUME

On a étudié la stabilité des écoulements fermés 2D, stratifiés en densité, soumis & un champ vibratoire
polarisé linéairement, avec I’axe des vibrations dirigé normalement au gradient de densité. Plusieurs
types d’instabilités vibratoires ont été observés: dans un systéme liquide contintiment stratifié et

dans un systéme bicouche de liquides immiscibles.

Dans le cas d’un liquide continiment stratifié, on présente ’analyse des problémes de stabilité
linéaire dans les limites: (a) du modéle de fluide parfait (dans le cas de fréquences finies), et (b) de
Papproximation des vibrations & haute fréquence. Enfin (c), le probléme de la stabilité linéaire est
examiné en formulation compléte, c.a-d. qu’on examine les effets liés a 'insertion des mécanismes

dissipatifs: la diffusion moléculaire et la viscosité (dans le cas des hautes fréquences).

Dans le cas du systéme bicouche de liquides immiscibles, on présente ’analyse des problémes de
stabilité linéaire dans les limites: (a) du modéle de fluide parfait (fréquences finies), (b) du modéle
phénoménologique ”visqueux” (fréquences finies). On a étudié aussi (c) I'instabilité faiblement non-
linéaire pour des ondes longues (hautes fréquences) et enfin, (d) le probléme de la stabilité linéaire en
formulation compléte, c.a-d. pour les liquides visqueux soumis & un champ de vibrations a fréquence

finie.

Les probléemes de stabilité formulés ci-dessus ont été analysés par voies théorique et numérique,
en utilisant une série de méthodes théoriques et pratiques de stabilité hydrodynamique. On propose
aussi un algorithme numérique efficace pour la solution des problémes linéaires spectraux sur les

ordinateurs puissants a processeurs paralléles.

Mots clés: Systémes 2D de fluides hétérogénes, Stratification en densité, Diffusion, Vibrations,
Instabilité linéaire, Instabilité de l'interface, Résonance paramétrique, Simulation numérique, Algo-

rithme paralléle.
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amplitude des vibrations

= a/h amplitude adimensionnelle des vibrations

= aw amplitude de la vitesse des vibrations

amplitude adimensionnelle de la vitesse des vibrations (Chap.1)
= a’w’h?/(vD) parameétre vibratoire (§2.3)

= 0.25a%w? ((p1 — p2) /(gac))l/2 parameétre vibratoire (§3.4)

= 0.25a%w? ((p1 — p2) /(ga))l/2 = 0.25’We parameétre vibratoire (§3.2.2)
concentration du constituant léger du mélange (Chap.2)
coeflicient de diffusion (Chap. 2)

déterminant du systéme des équations algébriques linéaires homogenes (§3.2.3, §3.3 et Chap.4)
accélération de la chute libre

= g/(hw?) (Chap.2 et §3.3)

= Ga P; = gh®/(vD) (§2.3)

= gh3®/v? nombre de Galilée (§2.3)

épaisseur de la couche

demi-épaisseur adimensionnelle de la couche

= hy/L, Hy = hy/L épaisseurs adimensionnelles du systéme bicouche
vecteur unitaire le long de ’axe z

vecteur d’onde

taille caractéristique hydrodynamique

= (a/ (9 (p1 — pg)))l/2 constante capillaire (§3.2)

masse de la substance diluée (Chap.2)

= A?/G, = a’w?/(gh) (§2.2.2)

vecteur unitaire de la normale & l’interface

pression

parametres de ’équation de type Mathieu (Chap.1)

=v/D nombre de Prandtl diffusif (§2.3)

flux diffusif (§2.3)

parametres de ’équation de type Mathieu pour Y (§3.2)
parameétre super(sous)critique (§3.4)

parametre de stratification (§2.2)

différence des densités (§2.3)

parametre supercritique

variables de Lagrange (§2.2.1)



= 4in py (Chap.2)

=In p (§2.3)

=T1/T,, efficacité de ’algorithme paralléle (Chap.4)
temps

période des vibrations

temps d’exécution du programme sur un processeur (Chap.4)
temps d’exécution du programme sur m processeurs (Chap.4)
= (4,0, w) champ des perturbations de la vitesse

= (w, 0, ¢) perturbations de I’état quasi-stationnaire (§2.2.2)
vitesse moyenne (Chap.2)

= (u, 0, w) perturbations de ’état de base (Chap.3)

= (w, 0, ¢) perturbations de I’état de base (Chap.3)

vitesses des couches de ’état de base (§3.2)

vitesse

vitesse (Chap.2)

amplitude de la vitesse pulsatoire (§2.2.2)

énergie potentielle de la déformation de l'interface (§3.4)
volume (§2.3)

=w?L/g nombre de Weber (§3.2)

= p2h®w?/a  nombre de Weber (§3.3)

axes des coordonnées

= £(t) exp (—i®(t)), ou ®(t) est une fonction périodique (§3.2)
= {(z,y,t) équation de I'interface

saut de la grandeur z a l'interface



Lettres grecques

a coefficient de la tension superficielle (interfaciale)

é épaisseur des couches limites visqueuses

81 symbole de Kroneker (Chap.4)

€ =a/L amplitude adimensionnelle des vibrations (§3.1)

€ petit parameétre (§3.2)

€ petit parameétre (§3.4)

] viscosité dynamique

¢ angle entre les vecteurs 7, k (§3.2.2)

¥ coeflicient de frottement linéaire (Chap. 1)

¥ vecteur unitaire le long de ’axe z

A décrement des perturbations

A décrement propre d’amortissement des petites oscillations visqueuses (§3.2.3)
7 = —In 7y (§2.3)

v viscosité cinématique

v = v1 /vy rapport des viscosités (§3.2.3)

w fréquence des vibrations

Qg = h®w/vg fréquences adimensionnelles des vibrations (§3.3)
) fonction de courant pour des perturbations 2D (§2.3)
v P fonctions de courant pour des perturbations 2D (§3.4)
P densité

p rapport des densités (Chap.1)

p = p1/p2 rapport des densités (§3.2)

) = pa/p1  rapport des densités (§3.3)

p = p1/p2 rapport des densités (§3.4)

o = 1/21/2 (gL3)_1/4 paramétre visqueux (§3.2.3)

T = wt temps rapide (§2.3)

T4 temps diffusif caractéristique

To temps de 1’observation
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valeurs des parameétres mis en relief
différentiation selon z (Chap. 2)
différentation selon z (§3.4)

différentiation par rapport au temps
variable pulsatoire (§2.3)

fonction transformée (Chap.4)

numéro de la solution particuliere (Chap.4)

numéro de la solution transformée (Chap.4)

Indices inférieurs

valeurs des parameétres mis en relief

valeurs des parameétres critiques

valeurs des parameétres critiques

variable de I’état de base (Chap. 2)

couche inférieure dans le systéme bicouche

couche supérieure dans le systéme bicouche

numéro des couches (8 =1, 2)

numéro du mode de Fourier

numéro des domaines d’instabilité paramétrique (§3.2)

différentiation selon la variable correspondante (§2.3)

10



CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

1.1 Probleme de stabilité de I’écoulement d’un liquide stratifié

soumis a un champ vibratoire

Par liquide stratifié, on comprend le liquide dont les caractéristiques physiques (la densité, la ca-
pacité thermique, la viscosité dynamique, etc.) de I’état de base stationnaire ou quasi-stationnaire
changent seulement dans une certaine direction. Autrement dit, pour 1’état de base les caratéristiques
physiques du liquide sont fonctions d’une seule variable spatiale. Une stratification peut étre
provoquée par différentes raisons physiques; la raison la plus courante est la force de gravitation.
Cette force crée une distribution de particules du liquide, de sels dissous et de suspensions, telle que
I’inhomogénéité du liquide surgit le long de la direction du champ gravitationnel. Cet inhomogénéité
s’appelle une stratification de densité. D’aprés les expériences, la stratification de densité exerce une
influence plus importante sur les caractéristiques dynamiques du liquide et sur le processus de prop-
agation des mouvements ondulatoires que les autres types de stratification. En conséquence, dans
notre analyse des mouvements ondulatoires en liquide stratifié, tous les types de stratification sauf la
stratification de densité seront négligés; et par "liquide stratifié”, on comprendra le liquide stratifié

en densité. Par la suite, nous utiliserons cette terminologie, généralement admise.

Si un systéme physique, composé d’un liquide visqueux, se trouve dans un champ et ne subit
aucune influence extérieure, ce systéme tend vers I’état de repos, qui est caracterisé, en particulier,
par une diminution linéaire de la densité du liquide & partir du fond du réservoir vers la surface; une
stratification s’installe donc. Comme on le sait, si on soumet ce systéme a une influence extérieure,
par exemple & des vibrations, I’état de I’équilibre mécanique, généralement parlant, devient instable.
Dans cette Theése, on examine le cas particulier, mais cependant important, de ’influence vibratoire
sur un liquide. On considére une vibration polarisée linéairement le long de la direction normale par
rapport au gradient de densité. Cette orientation excite directement un mouvement dans le liquide,

donnant la possibilité d’une évolution trés rapide d’instabilité.
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Les vibrations induisent un certain écoulement (non stationnaire en général) qui posséde une
structure simple. C’est cet état qu’on va nommer ’état de base, ou ’état quasi-stationnaire (1’état
de quasi-équilibre). Nous caractérisons l'influence extérieure sur le systéme par un paramétre R.
L’état quasi-stationnaire devient instable & partir d’une certaine valeur R*, cédant la place a cer-
tains mouvements réguliers. La régularité du mouvement se conserve jusqu’aux petites valeurs
supercritiques du paramétre R. Pour les valeurs assez grandes de R, le mouvement devient trés

compliqué, irrégulier et chaotique; la turbulence se déclare alors.

Tous ces phénomeénes dépendent des dimensions et de la forme de la cavité qui contient le liquide

stratifié, des propriétés du liquide et des autres facteurs.

Au fond, ’investigation de 1’évolution du systéme a partir de ’état de quasi-équilibre mécanique
vers le comportement chaotique est réduit a la description du processus suivant lequel, au fur et
a mesure de ’accroissement du paramétre de commande, certaines solutions perdent la stabilité et
passent a d’autres solutions. Dans ce but, on utilise habituellement les trois principales méthodes

d’analyse: linéaire, faiblement non-linéaire (locale) et fortement non-linéaire (globale).

Dans le cadre de la théorie linéaire, les valeurs critiques du parameétre de commande qui provo-
quent le changement de la stabilité de la solution étudiée peuvent étre établies sur la base de ’analyse
des équations linéarisées pour les perturbations de I’état de base stationnaire ou quasi-stationnaire.
Avec cela, on considére seulement les perturbations infinitésimales, pour lesquelles les équations
linéarisées sont applicables. Les critéres de la théorie linéaire peuvent donner seulement la condition
suffisante pour la perte de la stabilité, parce que 1’écoulement qui est stable d’aprés la théorie linéaire

peut en réalité étre instable par rapport aux perturbations de valeur finie.

L’étape suivante de I’étude des caractéristiques de la stabilité des différents états du systéme est
I’analyse faiblement non-linéaire ou locale. L’essence de I’analyse faiblement non-linéaire consiste
a développer en série les solutions, le parameétre et 'opérateur différentiel, a proximité du point
de bifurcation (trouvé comme résultat de ’analyse linéaire); il s’agit d’un développement en série
par rapport au petit parameétre (au sens du parameétre supercritique), a ’amplitude de la solution,
etc. La méthode et son résultat sont locaux, parce qu’ils sont limités par les petites amplitudes et
donnent l'information sur le branchement des solutions seulement prés du point de la bifurcation

examinée.

Enfin, I'information compléte sur la stabilité globale de cette solution ou de 'autre, peut étre
obtenue dans le cadre de la théorie fortement non-linéaire, ou les équations complétes non-stationnaires
nonlinéaires sont examinées. En général, les calculs des mouvements convectifs développés exigent
I'utilisation de méthodes numériques. Les moyens de résolution des équations aux dérivées partielles

peuvent étre assez différents. L’un des plus utilisés est la méthode aux differences finies, qui permet
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de réduire le systéme des équations aux dérivés partielles & un systéme d’équations algébriques. Pour

la solution de ce dernier, il existe des méthodes numériques trés efficaces.

Le but de ce travail est ’étude a ’aide des méthodes indiquées ci-dessus de I’instabilité vibratoire
du quasi-équilibre et des mouvements supercritiques dans les cas suivants:
- le liquide est continiment stratifié;
- il y a deux couches immiscibles, avec des caractéristiques physiques différentes.

Il faut remarquer que le deuxiéme cas ne peut pas s’obtenir & partir du premier par la simple
transition limite de la distribution continue vers la distribution discontinue de la densité, puisque
I’apparition de l'interface entre les couches liquides entraine la necessité de prendre en considération

les effets liés a la tension interfaciale.

Ces derniéres années, avec le développement impétueux des techniques électroniques de calcul
et la création d’ordinateurs puissants & base de ”clusters” de processeurs, capables d’accomplir des
calculs importants de maniére plus efficace qu’un ordinateur monoprocesseur (méme assez puis-
sant), il y avait une possibilité d’expériences numériques dans la classe des problémes complexes
de la théorie de la stabilité hydrodynamique. La création d’un algorithme numérique paralléle a
ses particularités spécifiques. Les experts s’accordent & penser que le futur de ’hydrodynamique
calculatoire appartient aux calculs paralleles et c’est pourquoi la théorie et la pratique des calculs
paralléles sont cultivées activement dans de nombreux Centres de Calcul dans le monde. Ces espoirs
sont basés sur le fait que la plupart des modéles physiques contiennent un parallélisme interne et
c’est pour cela que Dalgorithmique paralléle de leur calcul semble le plus naturel. Au Chapitre 4 de
cette Thése, on expose la procédure de réalisation d’'une des méthodes de résolution des problémes
aux limites spectraux (la méthode de la réduction au probléme de Cauchy) sur un ordinateur multi-
processeurs du type "mémoire distribuée (DMM)”. Actuellement , les ordinateurs de ce type se
répandent largement & cause de leur architecture assez simple et bon marché, et de leur flexibilité

et facilité d’adaptation aux besoins de I’utilisateur concret.

Dans le paragraphe suivant, on donne la panorama des travaux ayant un rapport direct avec le

sujet de la These.

1.2 Panorama de la bibliographie

A présent, on constate un accroissement de 1’intérét pour 1’étude de la dynamique des mouvements
ondulatoires de liquides hétérogenes divers et, en particulier, des liquides stratifiés qui interviennent
dans un grand nombre de domaines (géophysique, océanologie, physique de I’atmosphere, utilisa-
tion technique des liquides cryogéniques), ainsi que pour les problémes de protection et d’étude de

I’environnement, etc. Cet intérét est conditionné non seulement par les besoins pratiques, mais aussi
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par un grand contenu théorique des problémes qui se présentent.

Certes, pour la description détaillée d’un grand nombre des phénomeénes physiques, liés a la
dynamique des liquides stratifiés, il est nécessaire de se baser sur les modéles non-linéaires assez
développés, pour 1’étude complete desquels seules sont applicables les méthodes numeériques basées
sur l'utilisation des ordinateurs modernes. Cependant dans certains cas, on peut avoir une idée
qualitative sur I’ensemble des phénomeénes étudiés, en se basant sur des modeéles linéaires plus simples
et les méthodes analytiques ou semi-analytiques de résolution. De ce point de vue, les problémes
de la dynamique des liquides stratifiés sont trés caractéristiques. Méme dans le cadre des modeles
linéaires, leurs formulations mathématiques sont trés originales et ameénent vers les problémes aux
limites non-standard. Cela définit, en plus de conséquences physiques non triviales, un intérét

mathématique indépendant pour ces problémes [33, 34].

Les écoulements de liquide stratifié peuvent étre divisés en 2 classes: les écoulements des liquides
bicouches (dans le cas général - des liquides multicouches) et les écoulements de liquides continiiment
stratifiés. Pour les écoulements de la premieére classe, des méthodes analytiques sont applicables. A

titre d’exemple, on peut citer le probléme examiné au Chapitre 3.

1.2.1 Ecoulements bicouches, stabilité de ’interface et des ondes

Les systémes liquides bi et multicouches sont utilisés dans plusieurs processus physiques et tech-
nologiques. A titre d’exemple on peut citer, une couche liquide intermédiaire facilitant 1’écoulement
du pétrole dans une tuyauterie, ou plusieurs films liquides superposés, I’un sur 1’autre, pour la fabri-
cation de la pellicule photo. L’instabilité de I'interface peut influencer sérieusement ces processus et
provoquer, par exemple, la réduction de la différence de pression (perte de charge) dans la tuyauterie

ou la mauvaise qualité de la pellicule.

Dans la plupart des travaux se rapportant a cette classe, on étudie les divers types de mouve-
ments ondulatoires & l'interface entre deux couches immiscibles du liquide avec des caractéristiques
physiques différentes. En général, on suppose que les liquides se trouvent dans une couche plane
horizontale infinie (c.4-d. dans une couche dont 1’étendue dans les directions horizontales est beau-
coup plus grande que son épaisseur), avec les frontiéres horizontales rigides ou libres (ou la frontiére
inférieure rigide, mais la supérieure libre; ou les deux libres). Ces hypothéses permettent de ne pas
prendre en considération l'interaction du liquide avec les frontiéres verticales de la couche, ce qui
simplifie 'analyse, essentiellement. Parfois, pour une plus grande simplification du probléme, on
fait des hypothéses sur I’épaisseur relative des couches liquides. Par exemple, on considére que la
couche inférieure est beaucoup plus épaisse que la couche supérieure, ou que les deux couches sont

d’épaisseur infinie (cas limite).
Le mouvement relatif des couches, entrainant la déformation de I’interface, peut étre provoqué
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par la présence d’un gradient de pression dans la direction horizontale (écoulement bicouche de
Poiseuille), ou par un mécanisme de déplacement, par exemple par le mouvement dans le plan hori-
zontal d’une des frontiéres rigides de la couche (écoulement de Couette), ou par la combinaison des
deux mécanismes (écoulement de Couette - Poiseuille). La déformation de I'interface plane améne
la formation de structures tourbillonnaires, nommeées ondes de Kelvin - Helmholtz, qui se déplacent
a une vitesse qui est approximativement la moyenne entre les vitesses des deux écoulements (voir
la panorama des travaux, consacrée a l'instabilité de Kelvin - Helmholtz, en [8]). Si les densités
des liquides sont différentes, il peut exister (en supplément) une paire d’ondes progressives insta-
bles, ou modes de Holmboe, de méme direction mais de signe opposé dans le systéme de référence,
se déplacant & la vitesse moyenne entre les écoulements [20]. Si les viscosités des liquides sont
différentses, 'interface initialement plane peut devenir instable [26], ce qui se passe, par exemple,
dans le cas d’un liquide plus visqueux qui occupe la couche plus fine. En méme temps, la configu-
ration inverse peut étre linéairement stable par rapport aux perturbations aux ondes longues. La
tension interfaciale influence peu les perturbations aux ondes longues, a la différence des perturba-
tions aux ondes courtes [9], sur lesquelles il exerce une influence stabilisante [2]. Les perturbations
des ondes de longueurs arbitraires sont étudiées en [22]. On remarque aussi, que négliger la tension
interfaciale dans 1’analyse peut entrainer 'apparition spontanée de parties de l'interface ayant un

petit rayon de courbure (points singuliers) [21].

Les vibrations de la cavité influencent essentiellement 1’écoulement du liquide hétérogéne. En
effet, dans ce cas, dans le systeme de référence lié a la cavité, un champ inertiel hétérogéne apparait
dans le liquide. Sur fond de courant stationnaire, ’insertion du mouvement vibratoire peut accroitre
ou diminuer la stabilité. En [27], on étudie la stabilité du liquide visqueux dans le cas d’une surface
plane soumise & des mouvements harmoniques dans le plan. La surface de la couche liquide peut
étre librement déformée. Il est montré que les vibrations induisent I’instabilité des ondes longues, et
lors de I’augmentation de la fréquence des vibrations, le seuil d’amplitude de I’instabilité augmente.
Des perturbations de longueurs d’ondes arbitraires sont étudiées numériquement en [16], ot une
instabilité des ondes courtes, avec un seuil fini (dépendant de la fréquence des vibrations), a été
découverte . En [6], on examine le probléme de la stabilité de 1’écoulement d’un liquide bicouche
entre des plaques paralléles rigides, lorsque 1’'une d’elle oscille longitudinalement. Les auteurs ont
obtenu D’expression explicite pour le décrément des perturbations; 1’égalité a zéro de ce dernier
signifie que les perturbations sont neutres (ne s’accroissent pas et ne s’évanouissent pas avec le
temps), la positivité signifie que les perturbations s’accroissent, et la négativité signifie que les
perturbations s’évanouissent et que ’écoulemnet stationnaire de Couette est stable. Cela montre que
les vibrations de la plaque supérieure peuvent donner 'influence stabilisante ou déstabilisante pour
les perturbations des ondes longues. On obtient les résultats indiquant qu’une interface instable peut

étre entierement stabilisée par les vibrations. En [23], Renardy examine une version compliquée de

15



ce probléme; notamment, il ajoute un gradient de pression longitudinal, comprenant une composante
stationnaire et une composante oscillatoire dans le temps, et le déphasage avec les oscillations de la
plaque supérieure. Dans ce probléme, malheureusement, il y avait trop de paramétres indépendants

(11), pour faire des conclusions définitives sur la stabilité.

On a étudié également d’une maniére intense l'influence des vibrations verticales ( ou, ce qui
est le méme, le champ gravitationnel variable) sur la stabilité de I'interface horizontale ou surface
libre [25, 32, 51, 15]. Le trait caractéristique du probléme indiqué est I'influence double du champ
variable extérieur sur la stabilité. D’une part, le forcage extérieur variable peut supprimer les
perturbations monotones amenant, en I’absence du champ extérieur, le développement de I’'instabilité
(suppression de l'instabilité de Rayleigh - Taylor). D’autre part, le champ variable extérieur peut
intensifier les perturbations qui s’évanouiraient en son absence (excitation paramétrique de la ride
de Faraday). Ainsi, pour la suppression des instabilités hydrodynamiques les paramétres du champ
extérieur doivent étre tels que le champ supprime les perturbations monotones et n’amene pas le
développement d’oscillations résonnantes [32, 51]. En négligeant la dissipation visqueuse, on peut
montrer que les équations pour de petites perturbations de I'interface plane sont réduites & I’équation

de type Mathieu:
£+ (p- qeoswt) € =0, (1.1)

ou p et g représentent certains parameétres. Parce que nous sommes intéressés par la possibilité
de stabilisation de 1’état absolument instable en ’absence des modulations, nous croyons que, dans
le spectre des valeurs du parameétre p, au moins p,,;, < 0. Soit une fréquence de modulation
beaucoup plus grande que l'inverse du temp caractéristique de développement de la perturbation
la plus dangereuse (w? > |pmin|), alors on peut montrer [32] que pour obtenir la stabilité, il est

nécessaire de satisfaire la condition suivante:

q2 Z _2w2pmin- (12)

Dans les probléemes de stabilité hydrodynamique, on rencontre deux situations qualitativement
différentes décrites par ’équation (1.1). Si pour des parametres constants, a part les perturbations
monotones croissantes, existent des perturbations vibratoires amorties, la modulation peut amener
4 un nouveau type d’instabilité (qui a lieu, en outre, & ¢ = 0) - & la résonance a haute fréquence
paramétrique. En considérant I’amplitude de la modulation assez petite (¢ < p), on peut obtenir la

condition suivante de stabilité par rapport a ’excitation paramétrique [32]:
¢ < 4p — Wi (1.3)

Ainsi, dans ce cas, la stabilisation compléte est atteinte pour une gamme des amplitudes de la

modulation assez grandes pour prévenir ’instabilité monotone initiale (condition (1.2)), mais en
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méme temps assez petites pour ne pas provoquer une résonance paramétrique (condition (1.3)). Le
cas le plus simple est le celui ou seuls les mouvements monotones apparaissent dans le spectre des
mouvements propres. Alors, au moins pour les petites amplitudes de la modulation, ’excitation

paramétrique est impossible, et pour la stabilisation il suffit de satisfaire la condition (1.2).

L’insertion de la dissipation visqueuse accroit ordinairement le seuil de stabilité par rapport a
I’excitation paramétrique. Dans le cas de faibles effets de dissipation, on incorpore a 1’équation de

Mathieu un terme linéaire décrivant le frottement:
é+27€+(p—qcoswt)§:0. (1.4)

En [15], on fait la comparaison des résultats obtenus en utilisant I’équation modele (1.4) et les
résultats obtenus numériquement lors des calculs des équations visqueuses de Navier - Stokes. Par
rapport au seuil de la stabilité, obtenu par ’analyse des équations de Navier - Stokes, le seuil de
stabilité résultant de ’analyse de 1’équation modele se trouve déplacé vers le domaine des plus petits

nombres d’onde et des grandes valeurs de ’amplitude des vibrations.

Le mouvement du liquide hétérogéne soumis a un champ a haute fréquence peut étre décomposé
en composantes moyenne et pulsatoire. A l'aide de la méthode de la ”moyenne” on peut obtenir
le systéme fermé des équations et des conditions aux limites. En [43], dans le cadre d’une telle
approximation, on examine le probléme de la forme de la surface libre du liquide soumis & un champ
gravitationnel modulé; en [44, 37], on étudie la stabilité linéaire et non linéaire de ’interface plane
entre deux couches horizontales du liquide avec des densités comparables, soumises & un champ de

vibrations tangentielles.

Expérimentalement, on a trouvé [25, 28] que les vibrations horizontales de la cavité entrainent

la formation d’un relief immobile d’onde sur l'interface. En [44], il est montré que

e les états quasi-stationnaires sont possibles, ou le mouvement est absent en moyenne, mais
Pinterface fait de petites oscillations par rapport au relief immobile (de 1’ordre de ’amplitude

du déplacement de la cavité);

e lorsqu’on atteint ’amplitude critique de la vitesse des vibrations, l’interface plane devient

instable, et est remplacée par le relief immobile d’onde;

e dans le cas ou le liquide lourd se trouve par dessus, on trouve toujours des perturbations
conduisant a la perte de stabilité. Ainsi, dans ce cas, l'interface plane est instable absolument,
c.a-d. les vibrations horizontales n’empéchent pas le développement de 1’instabilité de Rayleigh
- Taylor, a la différence des vibrations verticales, qui sous certaines conditions suppriment son

développement;
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o le relief d’onde (dans le cas ou le liquide lourd se trouve en bas) est possible seulement pour
I'interface entre des liquides de densité comparable, mais pas pour le cas d’une surface libre.

Cette circonstance se retrouve aussi dans les travaux expérimentaux [25, 28];

o le relief avec longueur d’onde finie n’est pas possible pour n’importe quelle épaisseur des lig-
uides; il se présente seulement pour les couches assez épaisses, telles que b > [3a/(p1 — pz)g]1/2,
ol « est le coefficient de la tension interfaciale, p; et ps sont les densités du liquide inférieur

et supérieur, respectivement; g est ’accélération de la chute libre.

e A T’aide de la méthode du petit parameétre, on a trouvé les dépendances des caractéristiques
quasi-stationnaires périodiques selon l’espace des formes de l’interface du parameétre super-
critique, on a défini les limites des domaines de 1’excitation supercritique et souscritique du

relief.

En [47], on propose la méthode de calcul numérique du probléme donné, fondé sur la présentation
du liquide bicouche comme un milieu continu avec les parameétres dépendant de la concentration
de P’additif marqueur; avec cela l'interface est remplacée par une couche de transition, avec les
parameétres variant brutalement. Comme marqueur, on utilisait la valeur de la densité du milieu.
Sur la Fig. 1.1-3, on montre les résultats des calculs du probléme pris en [47]. Sur la Fig. 1.1,
sont représentés les formes quasi-stationnaires de l'interface des liquides pour un rapport de densités
p = 1.25 (le liquide le plus dense se trouvant en bas), pour un demi-épaisseur de la couche H = 6 et
pour différentes valeurs de I’amplitude adimensionnelle de la vitesse des vibrations B = 11.0,12.0 et
12.5. Avec ’accroissement ultérieur du paramétre vibratoire, comme pour les expériences [25, 28],
on observe le doublement de la période spatiale du relief d’onde. Les stades successifs de la formation
de la structure avec la période doublée pour B = 13, H = 6, p = 1.25 sont présentées sur la Fig. 1.2.
Aux grandes valeurs du paramétre supercritique, comme le prouvent les calculs, le développement
des perturbations améne la formation de ”strates”. La couche se divise horizontalement en zones

alternées, remplies de liquides différents, avec les interfaces de plus en plus verticales (Fig. 1.3).

Dans tous ces travaux on a examiné le cas de la polarisation linéaire du champ vibratoire. Les
travaux [45, 46] sont consacrés au cas plus général, ou on déduit les équations et les conditions aux
limites de ’écoulement du liquide continiment stratifié [45] et du liquide bicouche [46], avec une loi

arbitraire du mouvement progressif de la cavité.

Le probléme des mouvements ondulatoires & ’interface de milieux liquides non visqueux d’épaisseur
finie est examiné, en général, en [4, 5|. En [4], dans le cadre de I’analyse faiblement non-linéaire,
sont étudiées les bifurcations de tous les types d’ondes 2D: ondes progressives, ondes verticales et
ondes mixtes (’onde mixte est une superposition des ondes d’amplitudes différentes se déplagant a

droite et & gauche). La stabilité de tous les types d’ondes par rapport & la modulation est étudiée

18



en détail. Dans le cas de modulations tangentielles, les seuils de stabilité des ondes progressives et
stationnaires coincident; si & c6té des tangentielles il y a aussi des modulations transversales, les
ondes stationnaires sont moins stables que les ondes progressives. L’augmentation du rapport des
densités en général exerce une influence stabilisante sur les ondes progressives, mais une influence
déstabilisante sur les ondes stationnaires. On peut dire la méme chose de la tension interfaciale.
En [3], on obtient les équations générales d’évolution pour les ondes 2D faiblement non-linéaires a
I'interface de deux milieux liquides. L’épaisseur de la couche liquide supérieure est supposée petite
par comparaison a la longueur caractéristique de l'onde, alors que pour 1’épaisseur de la couche
inférieure aucune restriction n’est imposée. On examine les différents types de frontiéres. La plupart
des modeéles connus non linéaires, par exemple ’équation de Korteweg - de Vries [1] pour les ondes
en eau peu profonde, décrivant (entre autres) des solutions solitaires (solitons), se trouvent & partir

des équations générales obtenues comme cas particuliers.

1.2.2 Ecoulements de liquides continiiment stratifiés et leur stabilité vibratoire

Les écoulements d’un liquide continiment stratifié n’ont pa étre étudiés, dans la plupart des cas,
que par voie numérique, en utilisant 1’élaboration plus récente de méthodes aux différences finies,
spectrales, éléments finis, etc. Un bon apercu des méthodes de résolution numérique des problémes

de la dynamique d’un liquide stratifié se trouve en [29, 30].

L’influence des vibrations sur un liquide faiblement stratifié (a la suite d’un chauffage hétérogene)
est étudiée assez en détail en [35] (convection vibrationnelle). Au contraire, la stabilité vibratoire
d’un liquide fortement stratifié (avec une différence caractéristique des densités de 2 fois et plus) et
I'influence possible de la diffusion, n’ont pas été étudiées en réalité, ce qui fait ’intérét des probléemes
analogues qui sont examinés au Chapitre 2 de la Thése. Une autre circonstance, méritant ’attention,
est liée au fait que la plupart des travaux sur la convection vibratoire concerne la situation ou le
gradient de la densité et les vibrations sont dirigés coaxiallement [24]. Le cas de la force extérieure
et du gradient orientés normalement est beaucoup plus complexe, puisque les termes oscillatoires
convectifs dans les équations du mouvement compliquent la réalisation de 1’analyse linéaire. Cette

situation est examinée au Chapitre 2.

Il faut noter le travail [10] qui examine la stabilité de I’écoulement d’un liquide contintiment
stratifié soumis a un champ de vibrations orientées arbitrairement. En considérant le liquide illimité
et en passant aux coordonnées de Lagrange, 'auteur réussit & réduire le probléme aux dérivées
partielles & un probléme d’évolution avec un systéme d’équations différentielles ordinaires et a obtenir

certaines conclusions sur la stabilité de I’écoulement pour divers cas limites.
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1.3 But et bref contenu du présent travail

L’objet principal du présent travail est d’étudier la stabilité des écoulements 2D fermés d’un liquide
stratifié soumis a un champ vibratoire, ou ’axe des vibrations et le gradient de la densité sont orthog-
onaux. Nous nous intéressons & deux cas limites différents, c.a-d. on étudie (a) les caractéristiques
de la stabilité d’un liquide continiiment stratifié (selon une loi donnée), et (b) les caractéristiques
de la stabilité d’un systéme bicouche, ou les liquides sont immiscibles et incompressibles. Puisque
nous devions nous heurter & différents problémes aux limites et & conditions initiales, il y avait une
nécessité d’élaborer un algorithme numérique efficace, paralléle, pour la résolution de ces problémes

physiques, dont la plupart ne peuvent étre analysés que par voie numérique.

Dans ce but, nous présentons:

1. au Chapitre 2, I’étude de la stabilité de ’écoulement plan d’un liquide continiiment stratifié
(avec grande hétérogénéité de densités) soumis & un champ vibratoire, o ’axe des vibrations et
le gradient de densité sont orthogonaux. Dans la premiére Partie (§2.1), on donne I'organisation
du probléme. Dans la Section 2.2, on formule les problémes de la stabilité linéaire dans
le cadre du modéle de fluide parfait (§2.2.1) et 'approximation des hautes fréquences des
vibrations (§2.2.2). Ainsi, on éclaircit les domaines des valeurs des paramétres, pour lesquels
les perturbations les plus dangereuses sont 2D. Dans la Section 2.3, le probléme est examiné du
point de vue du modele complet, c.a-d. on examine les effets liés & 'insertion des mécanismes

dissipatifs: la diffusion moléculaire et la viscosité.

2. au Chapitre 3, I’étude de la stabilité de 1’interface plane entre deux liquides immiscibles avec
les caractéristiques physiques différentes, soumis a un champ vibratoire tangentiel par rapport
a l'interface (non perturbée). Ce probléme est, dans un certain sens, le cas limite du probléme
résolu au Chapitre 2. Dans la Section 3.1, on donne l’organisation du probléme. Dans la
Section 3.2, on examine la stabilité linéaire (concernant les perturbations 2D) de l'interface
entre fluides parfaits. Dans la Section 3.3, est formulé et résolu numériquement le probléme
de la stabilité linéaire pour le modéle complet, c’est-a-dire pour le cas de liquides visqueux
incompressibles. Les fréquences des vibrations sont considérées comme finies. Dans la Section
3.4, on étudie le mode d’onde longue interfaciale de I'instabilité, par les méthodes de 1’analyse

faiblement non-linéaire, dans le cadre de ’approximation de hautes fréquences.

3. au Chapitre 4, I’étude détaillée des aspects numériques de la formulation des problémes aux
limites et & conditions initiales pour les équations différentielles ordinaires linéaires, comme
dans les Chapitres deux et trois. On expose un algorithme efficace de résolution numérique
du probléme aux limites sur un ordinateur multi-processeurs, basé sur la méthode classique de

réduction d’un probléme aux limites & un probléme a conditions initiales.
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4. Enfin, une conclusion générale et les perspectives sont données au Chapitre 5 pour 'étude

théorique et numérique des mouvements vibratoires pour les différents systémes stratifiés.

Signalons qu’une partie des résultats présentés dans cette étude a fait ’objet de présentations a
des congrés internationaux ((a) Meeting of the European Network ”Dynamics of Multiphase Flows
across Interfaces”, Wavre, Belgium, 1997; (b) 4th International Conf. ” Parallel Computing Technolo-
gies”, Yaroslavl, Russia, 1997; (c) Second International School on Fluid Mechanics, Perm, Russia,

1997). Ils ont fait aussi ’objet de publications internationales [11, 12, 13] et russes [14, 38, 39].
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C’est une place pour la figure f11-f13
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CHAPITRE 2

STABILITE LINEAIRE DE
L’ECOULEMENT PLAN D’UN
LIQUIDE STRATIFIE, INDUIT
PAR LES VIBRATIONS

Dans ce Chapitre on étudie la stabilité de 1’écoulement plan d’un liquide incompressible stratifié,
remplissant la couche plane horizontale, faisant les oscillations harmoniques dans la direction hor-
izontale. Ici, on réalise I’étude dans le cadre de I’approximation de hautes fréquences (§2.2.2 et
§2.3), et de fréquences finies pour le cas limite de viscosité nulle (§2.2.1). La dissipation est négligée
dans les problémes formulés au §2.2. Dans la Section 2.3, les effets dissipatifs (c.-a-d., la diffusion

moléculaire et la viscosité) sont pris en considération.

2.1 Position générale du probleme

Nous formulerons le probleme de la stabilité de ’écoulement vibrationnel d’un mélange liquide
contenant deux substances diluées, avec une grande différence de densité. Le mélange se trouve dans

une couche infinie dans les directions horizontales, et d’épaisseur h.

A D'état d’équilibre du mélange, on satisfait les conditions de 1’équilibre thermodynamique: ab-
sence de mouvement macroscopique, constance des températures, de la pression et du potentiel
chimique. Nous supposons que la violation de 1’équilibre est liée & la présence d’'un mouvement
macroscopique dans le liquide et au changement de la concentration de la substance diluée d’un

point a un autre. La température du liquide est supposée constante.
Le déplacement de la substance dans le liquide en mouvement est conditionné par deux mécanismes
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tout & fait différents. Premiérement, en présence d’une différence de concentration dans le liquide,
apparait la diffusion moléculaire; deuxiémement, les particules de la substance diluée sont entrainées
par le mouvement de ce dernier et sont transférées avec celui-ci. L’ensemble des deux processus est
appelé la diffusion convective de la substance dans le liquide [42]. La diffusion moléculaire est un
processus irréversible; c’est pourquoi, avec elle (comme avec la viscosité et la conductibilité ther-
mique) est liée la dissipation de I’énergie. Au contraire, le transfert convectif de la substance (le
mélange mécanique) est un processus réversible et il n’est pas accompagné par une dissipation de

I’énergie [41].

Soit une couche soumise a des oscillations horizontales de fréquence w et d’amplitude a. Nous
dirigerons I’axe z du systéme cartésien des coordonnées, verticalement. Pour origine des coordonnées,

nous choisirons la frontiére inférieure de la couche. L’axe z est dirigé le long de ’axe des vibrations

(Fig. 2.1).

acoswt
B

molécules des types différents

X \ 4

.Y

Fig. 2.1 Géométrie du probléeme.

Dans la Section 2.2, nous supposerons que le temps caractéristique diffusif 7; est grand en com-
paraison avec la période des vibrations T' = 27 /w et le temps de ’observation 7,. Les conditions
74 > T et 74 > 7, permettent en premiére approximation de ne pas prendre en considération la
diffusion moléculaire. Nous vérifierons si les hypothéses données sont correctes (plus exactement, la
premiére de celles-ci, puisque pour la deuxiéme ’expérimentateur peut toujours la satisfaire). Nous
estimerons le temps caractéristique du probléme suivant. Soit, au temps £ = 0 au point z = 0 d’une
couche d’épaisseur h = 1 em, remplie par le liquide, une substance de masse m, qui a ¢t > 0 diffuse

dans la direction de la coordonnée z croissante. La distribution de la concentration C(z,t) de la
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substance donnée, & t > 0, est donnée par la formule de Landau [41]

Z2

C(z,t) = Wexp (~2p7)
ou p est la densité du liquide, D est le coeflicient de diffusion. A partir de la condition C(0,74) =
C(h, 74), nous obtenons ’estimation pour le temps caractéristique diffusif:
B2
Td > 1D’
Pour les liquides, le coefficient de diffusion (& la temperature ambiante) est ~ 107> c¢m?/s, et donc,

74 ~ 10* s. La période des vibrations & fréquence circulaire 50 Hz (la fréquence du courant alternatif)

est égale environ a 0.015 s.

2.2 Cas asymptotique, en ’absence de diffusion moléculaire

2.2.1 Modéle de fluide parfait. Fréquences finies des vibrations

On suppose que ’épaisseur des couches limites § = (21//(...))1/2 (ot v est la viscosité cinématique du
liquide) est beaucoup moins grande que toutes les tailles caractéristiques du probléme. En d’autres
mots, la période des vibrations est supposée petite en comparaison avec le temps de ’amortissement
visqueux, mais comparable avec les périodes des modes d’oscillations propres correspondant a des

ondes internes gravitationnelles.

La condition § < h signifie que les termes visqueux seront négligés dans les équations du mou-

vement; c’est-a-dire que 1’étude sera faite dans le cadre du modéle de fluide parfait.

Dans le systéme de référence lié a la cavité, I’équation du mouvement du liquide en négligeant

la dissipation visqueuse prend la forme

ov - - -
p (E + (W)v) = —Vp — gpy + aw’pj cos wt, (2.1)
ou p est la densité du liquide (fonction du temps et des coordonnées); ¥ est le vecteur unitaire, dirigé
verticalement vers le haut; ; est le vecteur unitaire le long de ’axe z. Les autres notations sont

courantes.

Il faut ajouter & 1’équation du mouvement, ’équation de continuité

0 A
8—Z+17Vp+pdwv:0. (2.2)
et I’équation d’état qui sera supposée prendre la forme de la condition d’incompressibilité isotherme,
c’est-a-dire que nous supposerons que les changements de densité, conditionnés par les changements

de pression, sont petits, c’est pourquoi

div 7 = 0. (2.3)
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En d’autres mots, comme on le voit & partir de (2.2), en tenant en compte de (2.3), le changement

de la densité est 1ié seulement au transfert convectif:

Op B

Il faut compléter les équations (2.1), (2.3), (2.4) par la condition limite d’imperméabilité a travers
les murs rigides:

z=0, h: 7y = 0. (2.5)

h
Ve : /17_') dz =0. (2.6)
0

Le probléme (2.1), (2.3) - (2.6) admet la solution dans laquelle la densité dépend seulement de

la coordonnée verticale, sous forme d’un courant 2D fermé

Vo=7 <iaw (c—l — 1) exp (twt) + C.C.) , c1 = const. (2.7)
po(z)

La fonction pg(z) est choisie linéaire

po) =) (1= 5) 4687 ) >0, 4 >0, (2.8)

Comme on le voit & partir de (2.8), pgz) est la valeur de la densité du liquide prés de la frontiere

( (2)

supérieure; prés de la frontiére inférieure, la valeur de la densité est égale pol) +py -

Comme unité de temps, de longueur, de vitesse, de pression et de densité, nous choisirons,

respectivement, les valeurs suivantes

" =1/w; I =h u* = aw; p* = pgz)hawz; "= py

Les formules (2.7) et (2.8) en variables adimensionnelles ont la forme
Vo=7 (z <c_2 — 1) exp (it) + C’.C.) ) ¢y = const. (2.9)
Po

po(2) =1+ ro(l—2),  ro=p"/p, (2.10)

ou rq est le paramétre de stratification. Les plus grandes valeurs du parameétre rg correspondent a

la plus forte stratification (2.10).

Nous recopierons les équations adimensionnelles pour des petites perturbations @, p, p, linéarisées

pres de la solution (2.9), (2.10):
Vo

5 = —Vp — G, A" pq + pj cost, (2.11)

oi B}
oo (3—": + AV V)i + A(W)VO> +p
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div 4 = 0, (2.12)
Op = _
B + AVyVp + AtV pg = 0, (2.13)
z=0, 1: uy = 0. (2.14)
Ici sont introduits, a titre de paramétres:

e 'amplitude adimensionnelle des vibrations A = ah™!

e le rapport G, = g/(hw?).

Nous examinerons les perturbations 2D normales @ = (u, 0, w), p, p, dépendant de la coordonnée
horizontale comme exp (¢kz), ou k est le nombre d’onde et nous projetterons le systéme des équations

(2.11) - (2.13) sur les axes de coordonnés:

(gt + 1k AVou + Aw%) + paa‘:;o = —ikp + pcost, (2.15)
ow Op
— +ikA == —G,A"! 2.1
PO ( 3t +Z VOw) 82 G p’ ( 6)
i 0w
= -7 2.1
k 32 ) ( 7)
dp dpo
B +ikAVop = —Aw—— 5 (2.18)
z=0, 1: w=0. (2.19)
En éliminant p et u, nous amenons les équations (2.15), (2.16) & la forme suivante:
i , (i dw OV,

v, :
+p3—t0 = ikG, A" p+ p cost, p=w —kw
Ici, le ”prime” désigne la différentiation suivant la coordonnée z. Pour ”fermer” le probléme, il faut

ajouter a I’équation (2.20) I’équation linéaire hétérogeéne différentielle (2.18) et les conditions aux

limites (2.19).

Les perturbations w et p arbitraires, continues dans le temps, peuvent étre présentées, par le
théoréme de Fourier, comme la somme (dans le cas général, la somme est infinie) de modes simples
sinusoidaux avec les amplitudes et les fréquences cycliquement différentes. Nous approximerons w
et p par les segments finis des séries de Fourier de la forme:

N N
w(z,t) = Z wy(2) exp (int), p(z,t) = Z pn(2) exp (int),

’n,:—N ’IL:—N
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ou 'indice n peut prendre les valeurs entiéres ou demi-entiéres. Pour les amplitudes w,,(2) et p,,(z)
Yentieres” et ”demi-entiéres” des perturbations, nous obtenons deux problémes aux limites a deux
point, linéairement indépendants, admettant la réduction aux problémes de Cauchy aux conditions
initiales [40, 35].

Comme on le sait [48], les perturbations ”entieres” ont la période du forcage extérieur (cas
harmonique, ou synchrone), & la différence des perturbations ”demi-entiéres”, qui ont la période,
égale a la période doublée du forcage extérieur (cas sous-harmonique, o asynchrone). En anticipant,
nous noterons que les perturbations asynchrones n’ont pas été découvertes par les calculs numériques.
De plus, on peut montrer (en se basant sur la théorie de Floquet), que les solutions asynchrones
n’existent pas du tout pour la classe des équations comprenant les équations dont on parle [16];
une discussion plus détaillée sur la méthode que nous appliquons pour la résolution numérique des
problémes aux limites pour les équations différentielles ordinaires linéaires se trouve dans le Chapitre

3 (§3.3) et dans le Chapitre 4, entiérement consacré a ce probléme.

Pour éviter les difficultés liées a la formulation mathématique du probléme aux limites, nous

passerons aux variables de Lagrange R et W !, selon la loi:

p(z,t) = R(z,t) exp (—ikAy), w(z,t) = W(z,t) exp (—ikAx),

Xz, 1) = /Vo(z, ) dt

L’équation (2.18), écrite en séries de Fourier, prend la forme

inR, + AW, p, = 0. (2.21)

A partir de (2.21), nous concluons que

Wo = 0, (2.22)
A )
Vn#0, Rn= —Wppy. (2.23)
n
Les conditions (2.22), (2.23) permettent d’exclure de (2.20) tous les R,,, —N < n < N, et de formuler

le probleme de Cauchy pour les amplitudes W,,, n # 0, sous forme fermée. Le passage aux variables

de Lagrange rend les équations assez encombrantes (voir TANNEXE A).

Le probléme de Cauchy a été résolu par intégration numérique, en utilisant la méthode de Adams.

Les courbes neutres pour différentes valeurs de G, et 7o sont citées sur les Fig. 2.2 - 2.5 (tous les

1L utilité de la transformation de Lagrange dans les problemes de la stabilité hydrodynamique est commentée dans
un travail récent de Jacqmin [10], consacré a la stabilité de ’écoulement d’un liquide hétérogéne dans un champ de

vibrations d’orientation arbitraire
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résultats décrits plus bas sont obtenus pour le probléme sur les perturbations synchrones). Il y a
une instabilité & plusieurs niveaux de I’écoulement, accompagnée par 'instabilité paramétrique. Sur
la Fig. 2.2, sont présentées les courbes neutres pour G, = 1.6, 1o = 1 (la densité du liquide prés
du mur inférieur de la cavité est deux fois plus grande, que prés du mur supérieur). L’instabilité

paramétrique a lieu dans un intervalle étroit des amplitudes des vibrations.

Nous montrerons que l'instabilité paramétrique est liée avec l'intensification des ondes internes

gravitationnelles [41]. Le probléme pour les ondes internes est obtenu & partir de (2.15) - (2.19):

Apou = —ikp, (2.24)
Apow = —% — G,A™1p, (2.25)
u= %33—";’, (2.26)

Ap = —Aw%, (2.27)
z=0, 1: w=0. (2.28)

Ici, A = iw est le décrément. Finalement, a partir de (2.24) - (2.28) on obtient le probléme aux
limites:
d*w dw

G d
2 o
e —I—S—z —k <1—|——2 S>w—— 0, S= - In py, (2.29)

z=0,1: w = 0. (2.30)

Obtenue par résolution numérique du probléme (2.29) - (2.30), la courbe dispersionnelle w(k)
pour les ondes internes gravitationnelles, correspondant aux valeurs de G, et rg citées ci-dessus,
est présentée sur la Fig. 2.6 (& comparer avec la Fig. 2.2). La valeur critique, £*, ou apparait la
résonance, est égale 4 8.68. La fréquence des ondes internes est égale a 1 dans nos unités de mesure,
c’est-a-dire qu’elle est égale & la valeur de la fréquence du forcage extérieur, et donc elle est égale a
la valeur de la fréquence de ’excitation des oscillations dans le domaine principal de la résonance
synchrone. On a prouvé que l'instabilité paramétrique est liée avec la pompage de 1’énergie en

résonance avec les ondes internes gravitationnelles.

Dans la Fig. 2.2, sont insérées les "languettes” résonnantes pour les valeurs G, = 1.6 et 1.37. La
réduction du parametre G, ameéne 1’évincement de I’instabilité paramétrique dans le domaine aux
ondes courtes. Sur la Fig. 2.3, on cite la carte de la stabilité pour G, = 0.625. Pour une si petite

valeur de G, 'instabilité paramétrique n’a pas été mise en évidence jusqu’a la valeur k& = 50.

Sur la Fig. 2.4, sont présentées les courbes neutres pour G, = 1.6 et ro = 0.5 (& comparer
avec la Fig. 2.2). La réduction de la stratification améne & 1’évincement de ’origine de I'instabilité

paramétrique dans le domaine des ondes longues et, en ce sens, est équivalent a I’augmentation du
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parameétre G,. Avec ¢a, le niveau inférieur de 'instabilité principale est rapproché en bas selon
Pamplitude. Une augmentation tout & fait faible du parameétre de stratification 7o (de 1 jusqu’a
1.11) a G, fixe, entraine un décalage sensible de la ”languette” dans le domaine & ondes courtes

(Fig. 2.5).

Dans la Section 2.3, on montre que 'insertion de la dissipation diffusive et visqueuse se manifeste
par la stabilisation de l'instabilité & ondes courtes et, en général, par I'augmentation du seuil de

stabilité.

2.2.2 Approximation ”haute fréquence”

Si la fréquence des vibrations est assez grande, de sorte que w > v/L% ol L est la taille car-
actéristique des structures hydrodynamiques (v étant la viscosité cinématique du liquide), on peut
déduire une composante pulsatoire, qui change trés vite, et une partie lente, dont les temps car-
actéristiques de changements sont grands en comparaison avec w™! [44]. Une décomposition efficace
du probléme en parties rapide-pulsatoire et lente-”moyenne” est possible, s’il y a des raisons de
rejeter les termes non linéaires dans les équations pour la composante pulsatoire du mouvement. La
composante pulsatoire de la vitesse du liquide, en ordre de grandeur, est égale a la vitesse v = aw de
la cavité, dans le systéme de référence lié au laboratoire. C’est pourquoi on peut rejeter les termes
non linéaires si a’?w?/L < aw?, ce qui impose la restriction sur 'amplitude des vibrations: @ < L.
Il est supposé, par la suite, que les conditions w > v/L? et a < L sont remplies, de sorte que

I’amplitude des vibrations a est petite et 'amplitude de la vitesse des vibrations b = aw est finie.

Suivant la procédure standard [45], nous recopierons les équations du mouvement ”moyennées”

dans le systéme de référence lié a la cavité:

oU . - b2 s 2 - .
plgy TUVU | =-Vp— < (V +J) Vp+nAU - gp7, (2.31)
Op =
gp — 2.32
at +UVp =0, (2.32)
rot p(V + ) =0, div (V +7) =0, div U = 0, (2.33)
z=0,h: U=0, VF=0. (2.34)

Ici, U est la vitesse moyenne, V est I’amplitude de la vitesse pulsatoire, p est la densité moyenne.

Pour I’état quasi-stationnaire (qui est caractérisé par I’absence de la vitesse moyenne), on a:

6—3) - 1) , c3 = const., (2.35)

ﬁ:o, ‘70:;<
po(z

ou la fonction py(z) a la forme (2.8) et la constante c3 est determinée & partir de la condition du

caractére fermé (2.6).
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Nous formulerons le probléme pour les petites perturbations #, @, p, p de I’état quasi-stationnaire.

Par linéarisation du systéme (2.31) - (2.34) prés de la solution (2.35), nous obtenons les équations:

ou b o 2 S A ., -
poa + 0} (Vo + ]) Vp + b2 ((VO + ]) w) Vpo = —Vp+ nAi — pg¥, (2.36)
op | -
8—’: +@Vpo =0, (2.37)
rot pot + rot p(Vo+ ) = 0, (2.38)
divi=0, div w = 0, (2.39)
2=0,h: @=0, @F=0. (2.40)

En vertu de ’homogénéité du probléme (2.36) - (2.40), et de la constance des coefficients, on
peut se limiter aux perturbations normales, dépendant du temps et des coordonnées horizontales
au moyen du multiplicateur exp (At + ZEF) On peut montrer que, pour les perturbations neutres
(A = 0), la vitesse moyenne de I’écoulement tombe & zéro, @ = 0, c’est-a-dire que le point de perte
de stabilité coincide avec le point de bifurcation de 1’état quasi-stationnaire. En supposant A = 0
et @ = 0, nous rendons les équations adimensionnelles en utilisant les mémes unités de mesure du

temps, de la longueur, de la vitesse et de la pression qu’au §2.2.1.

Le probléme de la stabilité prend la forme

2 (Vo 7)o+ M (Vo +3) ) Voo = ~Vp - o7, (2.41)
rot pot + rot p(Vo+ j) = 0, (2.42)

div @ = 0, (2.43)

z=0, 1: wy = 0. (2.44)

Ici, on introduit le paramétre M = a?w?/gh, égal au rapport du carré de ’amplitude adimensionnelle
des vibrations au parameétre G,; la fonction po(z) a la forme (2.10). La forme de ’équation (2.35),

définissant le quasi-équilibre, ne change pas.

Nous nous limiterons & la considération des perturbations planes W = (w, 0, ¢). Ayant projeté
les équations (2.41) et (2.42) sur les axes de coordonnés et éliminant p et p, ainsi que w (& I'aide de

(2.43)), nous venons au probléme aux limites

2 Me2o, 2 !

n ’ +4Me ’ Me

qg + OPO o 3poépo — k2 (73% + 1) q=0, (2.45)
Mcspo+ 0§

Po

z=0,1: g=0. (2.46)

Le probléme (2.45), (2.46) a été résolu par voie numérique par la réduction au probléeme de

Cauchy avec I'intégration directe suivante. Les solutions des problémes (2.18) - (2.20) (lignes tiretées)
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et (2.45) - (2.46) (lignes continues), correspondant a la valeur G, = 0.01, sont présentées sur la
Fig.2.7. Ainsi on observe, pour la limite des hautes fréquences, la bonne coincidence des résultats

des approches des deux derniers Paragraphes (§2.2.1 et §2.2.2).

2.3 Formulation complete pour un mélange: avec dissipation

Nous examinerons l’influence de la diffusion moléculaire et de la viscosité sur la stabilité de I’écoulement

vibrationnel du mélange liquide.

Nous nous intéresserons au cas ou les hétérogénéités de densité (provoquées par les changements
de concentration du mélange a cause de la diffusion convective) ne sont pas petites; c’est-a-dire, au
cas ot le rapport dp/p, ot 6p est le changement de la densité du mélange pour le volume mis en relief,
n’est pas petit. Avec cela, généralement parlant, il faut prendre en considération la compressibilité.
Avec la loi d’état arbitraire p = p(C), ou C est la concentration du composant léger, il y a un
probléme de concordance de I’équation exprimant la loi de conservation de la masse compléte du
mélange dans la cavité

dp

—=—pdiv ¥ —:g
a P k dt — ot

et les conditions aux limites. Les calculs ultérieurs ont pour but d’obtenir I’équation d’état, artifi-

+ (V) (2.47)

cielle, ne se trouvant pas en contradiction avec I’équation (2.47) et la condition ordinaire d’imperméabilité
Vpl, =0 (2.48)

pour la vitesse sur la surface s, limitant la cavité (77 est le vecteur de la normale vers la surface
limitante).
Nous écrirons 1’équation ordinaire de la diffusion convective [41, 42]:

dC

Py = div ¢ = D div (pVC), (2.49)

ou D est le coeflicient de la diffusion, § est le flux diffusif.

A partir de (2.47), (2.49) on obtient, évidemment,
div §= p2% div v. (2.50)

Il est nécessaire d’admettre que les flux de substance sont constants, s’équilibrant 1’un 1’autre, a
travers les frontiéres de la cavité, pour qu’il y ait un état d’équilibre, de sorte que la masse compléte
du mélange et les masses de chacun des constituants soient constantes. En effet, en satisfaisant la

condition a la limite (2.48) et la condition

j{qnds =0, (2.51)
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on obtient

d

7 /pdV ?{pvnds =0, (2.52)
d
E/pCdV = prvnds —I—fqnds =0. (2.53)

D’autre part, en tenant compte de (2.50) et (2.48)

5 d
fqnds = /p div v dV = j{p —vnds—i—/ ( dC> dV =
P

aC
=7 —|d 2.54
/”V<p¢m> v (2:54)
et pour que la condition (2.51) soit satisfaite, il est nécessaire d’exécuter la condition
dC
2= )dV = 2.
/W(,o dp) V=0, (2.55)

qui, pour une vitesse non nulle, est possible seulement si

d
pzd—i = const. (2.56)
Ainsi,
p=—P (2.57)
1+ 8C
ou p, et B sont des constantes positives. C’est ’équation d’état recherchée.
La condition (2.57) a un sens physique simple. On peut recopier (2.57) comme
1 1
Loty Pecvicrwna-o), (2.58)
ol
1 1
Vi = prl_ const(C) et Vo = — = const(C) (2.59)
Px Px

sont les volumes spécifiques des composants léger et lourd. Ainsi, la condition (2.57) signifie la

constance du volume donné pour chaque molécule en dehors de la dépendance de son entourage.

En utilisant (2.57), nous recopierons (2.49) comme

ldp Vp
=D div —. 2.
) dt p (2.60)
On fait le remplacement de la variable
S =lInp, (2.61)
I’équation de la diffusion (2.49) prend ainsi la forme
ds
— = DAS. 2.62
7 (2.62)
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Dong, le systéme complet des équations hydrodynamiques, dans le systéme de référence lié au

laboratoire, a la forme

ov

3¢ T (V)T =exp (=5)(=Vp + A7) - g7, (2.63)
08 L
™ + (0V)S = DAS = — div v. (2.64)

Nous présenterons v, S, p sous forme de la superposition des parties lentes et rapides (pulsatoires):

s

F=(@)+5, S=(H+8, p=(0)+p (2.65)

et apres le mise en "moyenne” [45] pour le temps rapide 7 = wt (w est la fréquence des vibrations),

nous arrivons au probléme:

()

o) (S + @ V(@) +3F)V i) = V) + 1@ — (o)g, (2.66)
% 1 (@) - V(S) = DA(S) = — div (@), (2.67)

div v = 0, (2.68)

rot (3 =0, 5= (p)S. (2.69)

Pour les vibrations monochromatiques, nous introduirons 1’amplitude complexe de la vitesse

pulsatoire par le rapport

e

1/ -
=3 (V exp (iwt) + V™ exp (—iwt)) .

et en omettant les signes ( ) nous aurons

7 1 1
? + (V)i + ~V?VS = = (-Vp + nAd) — g7, (2.70)
t 4 P
oS . -
m + (&V)S = DAS = — div 4, (2.71)
div V =0, (2.72)
rot (pV) =0, p=exp(S). (2.73)

Le probléme (2.70) - (2.73) admet la solution quasi-stationnaire, pour laquelle

0S¢
0= — =0. 2.74
@=0, —57=0 (2.74)
A partir de (2.70) - (2.73), on obtient les équations
1
ASy =0, rotpg (ZVVO2 - g~7> =0, (2.75)

définissant 1’état quasi-stationnaire.
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Par linéarisation de (2.70) - (2.73), prés de ’état donné, et en choisissant les grandeurs suivantes
comme unité de mesure du temps, de la longueur, de la densité, des vitesses moyenne et pulsatoire,
et de la pression : , ,

Lk m0), 3w (0,
(ot po(0) est la densité du milieu prés du mur inférieur de la couche), nous arrivons au probléme
suivant de la stabilité de 1’état quasi-stationnaire par rapport aux petites perturbations, dépendant

du temps au moyen du multiplicateur exp (At):

N + tioz (VS + SVSy) + %B(Vox?)vso = pl—o (-Vp + Ad) — G457, (2.76)
APiS + (@V)So = AS = — div i, (2.77)

div V =0, (2.78)

rot po(V + SVp) =0, (2.79)

ou i, 17, S, p sont les amplitudes des perturbations, et ou les parameétres suivants sont introduits:
e B = a’w?h?/(vD); paramétre vibratoire
o Gg=gh®/(vD) = Ga Py, ot Ga = gh®/v?; nombre de Galilée

e P;=v/D; nombre de Prandtl diffusif

Pour le probleme (2.76) - (2.79), il est facile d’obtenir (& partir de (2.75)) la solution quasi-
stationnaire dans laquelle la densité dépend seulement de la coordonnée verticale, sous forme ex-
plicite,

So=—pz, po=-exp(—pz), p=-—Insy, +#o=po(1l)/po(0), (2.80)

Vo= (Vo(2),0,0), Vo(2) = caexp (uz),

et la constante ¢4 est determinée par la condition du caractére fermé (2.6). Ainsi, le probléme
est caractérisé par quatre paramétres adimensionnels: le nombre vibratoire B, le parametre Gy, le

nombre de Prandtl diffusif P; et la différence 7y des densités a 1’état quasi-stationnaire.

L’isotropie du probléme dans le plan horizontal permet de se limiter aux perturbations planes
4 = (u,0,w) et V= (2,0, =) (¢ est la fonction de courant; ’indice indique la différentiation
selon la variable correspondante). Dans le dernier rapport on prend en considération la condition

(2.78) pour le champ de vitesse pulsatoire.

En considérant des perturbations normales (dépendant de #z comme exp (ikz)), en projetant le
systéme (2.76) - (2.79) sur les axes de coordonnés, en faisant ensuite le remplacement des variables

u(z) — tku(z) et en éliminant ’amplitude p(z) des perturbations du champ de pression, nous arrivons
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au systéme d’équations différentielles ordinaires linéaires, du huitiéme ordre, pour les amplitudes
u(z), w(z), ¥(2), S(2) :
BC?

Po

1
Uzzz = Apo (U — pu — w) + 1 uS + §#BC¢Z + 2k%u,+ (2.81)

tu (k2u + pw — )\PdS) — AP;S, — k?w — GapoS,

w, = k*u+ pw — AP;S, (2.82)

See = (AP +k2) S — puw, (2.83)
5 C

b, = k2 + i, — p—Sz. (2.84)
0

Sur les frontiéres rigides de la couche nous admettrons les conditions aux limites ordinaires de
non glissement pour le champ de la vitesse moyenne @, d’imperméabilité pour le champ de la vitesse
pulsatoire 17, ainsi que la condition d’absence de perturbations du flux de substance a travers les
frontiéres:

z=0,1: u=w=9v=S5,=0. (2.85)

Pour la solution du probléme spectral (2.81) - (2.85), on utilise la méthode de réduction du
probléme aux limites au probléme de Cauchy avec ’'intégration directe suivante a travers la couche

(les résultats ont été contrdlés par la méthode de passage différentiel [35]).

Les résultats des calculs pour A = 0 (courbes neutres) sont présentés sur les Figs. 2.8 - 2.10.
L’instabilité vibratoire n’a pas été mise en évidence. Les calculs avaient pour but d’observer
I'influence de la diffusion sur la stabilité de I’état de quasi-équilibre. La différence des densités
ro pour ’état de quasi-équilibre était fixée & 0.25 (la densité du mélange prés du mur inférieur de la

cavité est quatre fois plus grande, que prés du mur supérieur).

Sur les Figs. 2.8 et 2.9 sont présentées les courbes neutres correspondant aux valeurs du nombre
de Prandtl diffusif égales & 1 et 10 (les valeurs caractéristiques de G4 sont egales & 107 et 102, en
prenant v = 0.01em?/s, g = 10°cm/s%, b = 1cm) Comme on s’y attendait, la dissipation supprime
I'instabilité aux ondes courtes et les perturbations 2D avec longueur d’onde finie deviennent les plus
dangereuses. Avec ’augmentation de Py, le minimum de la courbe neutre inférieure se décale vers
le domaine des ondes courtes (kerit ~ 15.7 & Py = 1, kerir &~ 26.3 & P; = 10), mais le seuil de la
stabilité augmente. Comme on le sait [42], ces valeurs du nombre de Prandtl diffusif correspondent
aux gaz; pour les liquides on peut avoir Py ~ 103. Ainsi, pour ces liquides, ot la diffusion est faible en
comparaison avec les gaz, les perturbations les plus dangereuses seront les perturbations a longueur
d’onde trés courte mais finie (k.. € [100,200]). L’analyse asymptotique, sans tenir compte de la
dissipation (§2.2), montre que les perturbations les plus dangereuses sont celles a longueur d’onde

infinitésimale (Fig. 2.2 - 2.7). Pour montrer plus concrétement la dépendance du seuil de Py, nous
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avons présenté le parametre vibratoire B sous forme de produit B, Py et repris les courbes neutres
inférieures correspondant aux valeurs (de haut en bas) P; = 0.001, 0.1, 1, 10 et 10* sur le plan
(k, B.) (Fig. 2.10). Dans cette formulation, le seuil de stabilité baisse lorsque P; augmente. Sur
les Figs. 2.11 et 2.12, on représente les fonctions propres du probléme de stabilité neutre pour les
valeurs de P; = 0.1 et 0.001, respectivement (pour de plus grandes valeurs de Py, la précision du
calcul des fonctions propres est plus mauvaise); il s’agit des perturbations p(z, 2), u(z, z) et w(z, 2)
correspondant aux minima des niveaux inférieurs de I'instabilité (voir Fig. 2.10). Pour P; = 0.1, le
quasi-équilibre est violé surtout prés de la frontiére supérieure de la couche; pour le reste du volume
les perturbations sont petites (Fig. 2.11). Lorsqu’on diminue P;, I'intensité de la diffusion grandit

et les perturbations diffusent dans le volume principal. Leur longueur d’onde augmente aussi (Fig.

2.12, P; = 0.001).

37



C’est une place pour la figure £2.2-2.3
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C’est une place pour la figure f2.4-2.5
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C’est une place pour la figure 2.6
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C’est une place pour la figure 2.7
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C’est une place pour la figure £2.8-2.9
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C’est une place pour la figure f2.10
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C’est une place pour la figure £2.11
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C’est une place pour la figure f2.12
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2.4 Conclusion

Ainsi, les vibrations horizontales progressives du récipient contenant un mélange fortement strat-
ifié, ameénent 'apparition de plusieurs niveaux d’instabilité aux ondes courtes, avec le seuil fini en
I’absence de dissipation. A part 'instabilité de ce type, a lieu 'instabilité paramétrique, liée au
pompage résonnant de 1’énergie (forcage extérieur) dans les ondes internes gravitationnelles. Ce
type d’instabilité est caractérisé par un seuil d’excitation nul en ’absence de dissipation, et a lieu
pour des intervalles étroits des nombres d’onde. En plus, on peut dire que I’'instabilité est possible

pour une intensité infinitésimale du forgage vibratoire sur le liquide.

Cependant, 'insertion du mécanisme dissipatif, par exemple de la diffusion moléculaire et de
la viscosité, permet de stabiliser ’instabilité des ondes courtes et, probablement, d’augmenter le
seuil de ’excitation de l'instabilité résonnante. Plus dangereuses deviennent les perturbations avec
longueur d’onde finie. La réduction de l'intensité de la diffusion entraine 1’augmentation du seuil
de stabilité et la réduction de la longueur d’onde de la perturbation la plus dangereuse. Pour une
intensité de diffusion faible, les perturbations restent localisées prés d’une des frontiéres de la cavité;

tandis qu’avec ’augmentation de cette intensité, les perturbations diffusent dans le volume.
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CHAPITRE 3

STABILITE DE L’INTERFACE
ENTRE DEUX LIQUIDES
IMMISCIBLES SOUMIS A UN
CHAMP DE VIBRATIONS
TANGENTIELLES

Dans la premiére Partie de ce Chapitre (§3.1), on donne la position du probléme de la stabilité
pour l’interface. La Section 3.2 est consacrée a 'analyse linéaire de la stabilité dans le cadre du
modele de fluide parfait, et on examine les vibrations de fréquence finie. En conclusion de cette
Partie, est décrit le modeéle phénoménologique, avec prise en considération des effets dissipatifs dus
au frottement visqueux. Dans la Section 3.3, on examine le probléme de la stabilité linéaire en
formulation compléte, c.a-d. pour les liquides visqueux. On présente aussi une bréve description
de la méthode de résolution numérique des problémes spectraux et les résultats des calculs sont
comparés aux résultats obtenus avec l'utilisation du modeéle de fluide parfait. Dans la derniére
Section du présent Chapitre (§3.4), on fait I’analyse faiblement non-linéaire de 1’instabilité des ondes

longues dans le cadre de ’approximation des hautes fréquences de vibrations.

3.1 Position du probleme

Comme on 1’a déja remarqué dans l’'introduction, ’apparition d’un relief immobile sur I'interface
entre deux liquides immiscibles soumis & un champ de vibrations horizontales, et ’apparition du

relief de type seuil, ont été découverts expérimentalement [25, 28]. Un relief d’onde est observé
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seulement quand les densités des liquides sont comparables; en tout cas, pour une surface libre, il

n’apparait pas.

La description théorique de ces phénomeénes a été donnée en [44] dans le cadre de ’approximation
des hautes fréquences et le procédé de la "moyenne”. Mais, il était supposé que les deux paramétres
sont asymptotiquement petits, simultanément: 1’épaisseur relative des couches limites visqueuses
§ = L7Y\/v/w (ot v est la viscosité cinématique, w est la fréquence des vibrations, L est une
taille caractéristique des structures hydrodynamiques) et ’amplitude adimensionnelle des vibrations
€ = a/L. Dans ce cas limite, la possibilité de la description de la résonance paramétrique disparait et
il reste seulement le mode principal de 'instabilité, lié au développement de I’instabilité de Kelvin -

Helmholtz a la frontiére de deux écoulements de sens opposés.

La possibilité de la résonance paramétrique existe en refusant le passage limite ¢ — 0. Ici, on
étudie ce cas. La condition § — 0 est retenue dans les Sections 3.2 et 3.4 ce Chapitre, tandis qu’elle

est rejetée, dans la Section 3.3.

La considération du probléme pour un domaine limité se heurte aux difficultés techniques de
la description du comportement de l'interface prés des murs verticaux. Ces difficultés ne sont pas
liées a 1’essence des phénomeénes physiques examinés. Pour cette raison, on considérera une couche
infinie dans les directions horizontales, d’épaisseur h = h; + ho, remplie par deux liquides immis-
cibles incompressibles avec les densités p; et ps (p1 > p2). Supposons que la couche subisse des
oscillations horizontales de fréquence w et d’amplitude a. Soit z 1’axe vertical du systéme cartésien
des coordonnées, dirigé vers le haut. Nous choisirons ’origine des coordonnées de maniére qu’en
I’absence des vibrations le liquide lourd se trouve dans le domaine —h; < z < 0, et le liquide léger

dans le domaine 0 < z < hy. L’axe 2 est dirigé le long de 1’axe des vibrations.

acoswt
-

A

=2

—
>
=
[

Fig. 3.1 Géométrie du probleme.
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3.2 Approximation de fluide parfait

Nous supposons que 1’épaisseur de couche limite visqueuse est beaucoup moins grande que toutes
les tailles caractéristiques du probléme, mais nous n’imposons aucune restriction pour les autres
[l s . . . ’ . .
grandeurs. En d’autres mots, la période des vibrations est supposée petite en comparaison avec le
temps de ’amortissement visqueux, mais comparable avec le temps capillaire - gravitationnel, ce qui
signifie la possibilité de résonance avec les ondes capillaire - gravitationnelles. La condition é < 1
signifie que dans les équations du mouvement on va négliger les termes visqueux, c’est-a-dire qu’on

se place dans le cadre du modéle du fluide parfait.

Les équations du mouvement et de continuité, en négligeant la dissipation visqueuse dans le

systéeme de référence lié a la couche, ont la forme:

9y 1 -
% + (95V)3 = ——Vpg — g7 + aw?j cos wt, (3.1)
ot P8

div 75 = 0. (3.2)

Ici, I'indice 8 = 1, 2 numérote les liquides, ¥ est le vecteur unitaire dirigé verticalement, vers le haut;

7 est le vecteur unitaire le long de P’axe z.
Aux frontieres rigides de la couche, on met les conditions d’imperméabilité:

—

z=—hy: 17 = 0; z="hs: Uy =0. (3.3)

A linterface z = £(2,y,t), on satisfait les conditions suivantes: (a) équilibre des tensions nor-

males, (b) continuité des composantes normales de la vitesse et (c¢) condition cinématique:

p1—p2 = adiv 7, (3.4)
017 = o, (3.5)
0 _ -

Ici, 77 est le vecteur unitaire de la normale vers I’interface, dirigé du liquide inférieur au deuxiéme;

a est le coefficient de tension interfaciale.

En outre, nous supposerons accomplie la condition du caractére fermé de 1’écoulement:
3 hy
Ve : /17sz—|—/172f dz = 0. (3.7)
—hy 13
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3.2.1 Ecoulement principal et probleme de stabilité linéaire

Le probléme (3.1) - (3.7) admet une solution simple, correspondant & ’interface plane £ = 0 et

P’écoulement 2D:

- - ha(p1 — p2) hi(pr = p2)
Vs = Ugj sin wt, Uy — aw—"—"", Uy = —aw——""", 3.8
P Al ' hips + hapy hips + hap1 (38)
hi+ ho
= — z—l—aw2 ————— 2z coswt. 3.9
pg = —ppyg 2L ey s (3.9)

Nous remarquerons que dans le cas des densités égales Vi et V, tombent & zéro, c’est-a-dire que les
liquides sont immobiles par rapport a la couche; tandis que pour py < p1, le liquide inférieur est

immobile par rapport au systéme de référence lié au laboratoire (U; = aw).

Pour I’étude de la stabilité de 1’état principal avec I’interface plane, nous formulerons le probléme
pour les petites perturbations. Par linéarisation de (3.1) - (3.7) pres de la solution (3.8), (3.9), nous

obtenons les équations et les conditions de frontiéres suivantes:

St (VsV)ds = —%vpﬁ, div 53 =0 (3.10)
z=—-hy: TY=0; z=hy: U¥y=0 (3.11)
z=0:  p1—p2—(p1— p2)gé = —aAg, (3.12)
517 — (ViV)€ = 327 — (VaV)E, % | (V)¢ = 717, (3.13)

Nous examinerons des perturbations normales, dépendant des coordonnées horizontales comme
exp (’LE’F), ol k est le vecteur de l’onde. Il est facile de s’assurer que ’amplitude des vibrations a
et I’angle ¢ entre les vecteurs ket 7 font partie du probléme seulement par la combinaison a cos ¢.
Cela signifie qu’il y a un analogue du théoréme de Squire - le comportement des perturbations avec
¢ # 0 est identique au comportement des perturbations 2D, mais a une plus petite amplitude des
vibrations. A ce titre nous examinons seulement les perturbations 2D avec le vecteur d’onde parallele

a I’axe des vibrations.

Le probléme (3.10) - (3.13) admet (y compris pour les perturbations 2D) la séparation compléte

des variables. En supposant que
017 ~ shlk(z + h1)],  @f ~chlk(z+h1)],  p1~ chlk(z+ h1)],

27 ~ shlk(z = ha)],  af ~ chlk(z — hs)], P2 ~ chlk(z - hs)],

a partir de (3.10) - (3.13), nous obtenons un systéme d’équations différentielles ordinaires pour les

amplitudes des perturbations. En éliminant de ce systéme les amplitudes de la vitesse et de la
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pression, aprés quelques transformations simples, nous nous ramenons a 1’équation de type Hill pour

&
d*¢ 3 . 3
(Fl + Fg)ﬁ + 2Zk%(F1U1 + F2U2) sinwit + E(ak +

+ (p1 — p2)gk + i(F1UL + FaUs)kw coswt — k*(FLUE + FoU3) sin wt) = 0, (3.14)

Fl = plcth(khl), F2 = pzcth(kh2)

3.2.2 Réduction a I’équation de Mathieu

Nous éliminons le terme de dérivée premiére, aprés avoir fait le remplacement de variable:

& — k F\UL + 13Uy

_ i®(t)
£(t) = Y (1)), A

wt. (3.15)

Puisque & est réel, £ et Y sont égaux en module, c.a-d. que £ et Y sont équivalents du point de vue

de la stabilité. En conséquence, pour Y, nous obtenons ’équation standard de Mathieu [48, 49]:
d’y
=z H(A-Q cos®t)Y =0, (3.16)
. 4ka2 pCth(kHl)Cth(kHz) (Hl + Hg)z(p — 1)2
~ We (pcth(kH;) + cth(kH2))2  (Hy+ Hap)? '
k(14 k?) p—1
We  pcth(kHy)+ cth(kH>)’

L=(a/g(p1— p2)/%,  We=wL/g, p=pi/p2, Hi=h/L,

a’w? (p1 —pp\/? 1
Hy = hy/L B, = = —2We.
2= ha/Ly 1 ( g ) A

Ici, on utilise comme unité du temps, l'inverse de la fréquence des vibrations, et comme unité

Q

A=

de longueur - la constante capillaire L; We est le nombre de Weber, le parametre B, caractérise
I'intensité des vibrations. Les carrés des parameétres H; et H, sont, en réalité, les nombres de Bond,

définis avec les épaisseurs des couches correspondantes et la différence des densités.

Les solutions de ’équation (3.16), correspondant a la frontiére de stabilité, se partagent en deux

classes:
e Y., de période 7 (appelées: perturbations harmoniques, ou synchrones) et

e Y_, de période 2m (appelées: perturbations sous-harmoniques, ou asynchrones) (voir, par

exemple [49] ).

Les solutions asynchrones sont anti-périodiques (elles changent de signe lors d’un décalage de ).
Cependant la fonction £_(t), d’aprés (3.15), ne posséde pas les caractéristiques d’anti-périodicité.
Lors du décalage d’une période, les deux solutions restent invariantes et en ce sens, elles sont syn-
chrones. Lors du décalage de m, les solutions £_(t) seront transformées selon la régle £_(t 4+ 7) =

—€Z (t) (si Y est choisi réel, ce qui est toujours possible), alors que £, (¢ + 7) = & (t).
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L’existence de deux classes de perturbations critiques est liée & I'invariance de I’équation (3.14)

par rapport au décalage d’une demi- période et au couplage complexe.

En utilisant les résultats connus de 1’étude des domaines de résonance paramétrique pour 1’équation
(3.16) [49], on peut facilement construire les frontiéres des domaines de I'instabilité en fonction des
parameétres B, et k. Sur les Figs. 3.2 et 3.3, sont présentées les courbes neutres pour le probléme
(3.16) et les nombres de Weber 10 et 100 (le rapport des densités p = 2, les épaisseurs des couches
H; = Hy = 1). Les domaines d’instabilité paramétrique (”languettes”) avec leurs bouts étroits
touchent ’axe des abscisses, et le point k,,, ou le domaine numéro n touche 1’axe k, est défini par
I’équation

A(ky,,We) = n?

Avec 'augmentation du nombre de Weber, c’est-a-dire avec ’augmentation de la fréquence des

vibrations, les points k,, se rapprochent du domaine des ondes courtes.

Ainsi, déja pour une amplitude infinitésimale des vibrations, il y a une instabilité paramétrique.
Avec augmentation de la fréquence des vibrations, cette instabilité se déplace vers le domaine
des ondes courtes, ou elle peut étre efficacement supprimée par la viscosité. Le changement de la
fréquence des vibrations influence peu la forme et la position de la frontiére de ’instabilité de Kelvin
- Helmholtz. En particulier, il est facile de s’assurer que le comportement asymptotique des ondes
longues de la frontiére de la zone principale de I’instabilité ne dépend pas du tout du nombre de
Weber. En effet, pour k petits, Q et A sont proportionnels & k?, c’est-a-dire qu’ils sont petits, et
la frontiére de l'instabilité est donnée par la formule asymptotique Q = 2A. Dans cette égalité, le
nombre de Weber est réduit et finalement, pour la limite des ondes longues (limy_,o B, (k)), on trouve

le résultat, qui coincide avec celui obtenu en [37] dans le cadre de la méthode de la ”moyenne”.

3.2.3 Amortissement visqueux (modeéle phénoménologique)

Pour tenir compte en premiére approximation de la dissipation, nous introduirons 1’amortissement
directement dans ’équation (3.14) du type Hill pour ’amplitude de la déformation de l'interface par

rapport a la position plane:

¢ dE . :
+ —(2Zk(F1U1 + FgUg) sinwit + )\1(F1 + Fg))—|—

(Rt F) e+ g

+ €(ak® + (p1 — pa)gk + i(FLUy + FyUs)kw coswt — k*(FLUT + FoU3) sin® wt) = 0 (3.17)

Pour le coefficient d’amortissement Ay, nous utilisons le décrément propre de ’amortissement

visqueux des petites oscillations visqueuses [41]. Le probléme correspondant prend la forme:

ke
Aug = —Z—plg + I/IgAulg, (3.18)
Ps
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10
Awg = —p—ﬁ + VﬁA’wlg, (3.19)
B

0z
ug = %%, (3.20)
z=—h;: u; =0, w;=0; z=nhy: us =0, wy =0, (3.21)
z=0: [ul] =0, [w]=0, (3.22)
0
[p] — [pl9€ — 23—Z[n] = ak’¢, (3.23)
0
5] + ikwln] =0, (3.24)
Al = w. (3.25)

Ici A est le décrément, ug et wg sont les composantes du champ de la vitesse, suivant la tangente
et la normale & D’interface, respectivement; le saut de la grandeur a l'interface est désigné par les
crochets, par exemple [p] = p; — p2; les autres notations sont courantes. A partir de (3.18) - (3.20)

nous obtenons

k
wg = Cgch(agz) + Dgsh(agz) — g (Agsh(kz) + Bach(kz)), (3.26)
iag ik
up = — - (Cpsh(apz) + Dgch(apz)) — o (Agch(kz) + Bgsh(kz)), (3.27)

ot Ag, Bg,Cs, Dg sont des constantes et ag = (k? + )\/1/,3)1/2. La substitution de (3.26) - (3.27)

dans les conditions aux limites (3.21) - (3.25), donne

a1t1 —k a2t2 —k

01:D17 C2Z_D2a B1:A1 3
al—ktl

i1 = th(khl), ity = th(khg)

et le systéme des équations linéaires homogenes pour la définition des Ay, As, D1, Ds. La condition

de P’existence de la solution non triviale de ce systéme consiste a égaler son déterminant a zéro:

—ay as ag —ay
—a4a asa 1 1
D= 491 5%2 , (3.28)
1+ as(asa; —a1z) -1 —asz+ agaiz 0
—aio aiy as ag
ou
a1t1 —k agtg —k g ( ) n ak2
@=———, a@g=-——"———, az3= - — -
1 oy — ki’ 2 oy — ki’ 3 )\Pl P2 P
k k oq (02
ay = — = — aQg=—, ay=—
4 )\P1, )\Pz 6 L’ 7 k'’
a% + k2 ag + k2
ag = m 2 ) 9 = 12 P2 )



2k* 2k*n;
= = =2k — .
aio A1 y  arl Aps , Q12 (772 771)

Nous présenterons vy, v5 et A sous forme de séries en puissance du petit parametre e:

v, = ezl/fl) + e3y£2) + ., vy = 621/£1) + 631/£2) + .y A= Aot €A+ ... (3.29)

A partir de la condition D = 0, nous obtenons (aprés adimensionnalisation) aux ordres principaux

en €.
1 k(1—|— k2)(p— ].)tltg
DV pp— 3.30
0 We ptg + 1 k ( )
Ay = \/—5(1—|—i)We_1/2crL1+L2+L3+L4L (3.31)
1= 9 L5+L6 7 .

Ly = —2kp(2+ v/2(t2 — 1) + v~ Y282 — 1))t4ts,
Ly = —2k(p%(t5 — 2) + t7 — 2)t1t,

Ly = 2kp(t: (85 — 2) + t2v' /(] — 1)) (pt2 + ta),

Ly = 2k(ty (82 — 2) + tyv~ Y2 (82 — 1)) (pts + 1),

Ls = (p(t1 + tzV_l/z) + pPts + tly_l/z)t1t21

k(14 k) (o — tats )
LG:3(P+V_1/2)(Pt2—|-t1)t1t2, Ly, = ( (L+£%)(p— 1)t 2) ’

pta + t1

v = /v, cr:1/21/2(gL3)_1/4.

La nature ”complexe” de la grandeur A; est liée au déplacement visqueux de la fréquence.

L’équation (3.17), aprés remplacement de la variable (3.15) et adimensionnalisation, est réduite a

I’équation pour la variable Y, ou la dissipation visqueuse est prise en considération de facon explicite:

Yy dY
yro) + )\1% + (A — Qcos®t +iAbsint)Y = 0. (3.32)

Ici Q et A sont définis par les expressions (3.16) et le parametre adimensionnel b est introduit. Ce
parametre ne présente pas d’intérét pour la suite, c’est pourquoi nous ne citons pas son expression

explicite.

Nous étudions l’'influence de la viscosité sur le seuil de la stabilité dans le premier domaine
de résonance. Le premier domaine de résonance a pour origine le point (A = 1,Q = 0) [49].
En appliquant la technique connue de la méthode des échelles multiples a I’équation (3.32), nous

obtenons ’expression implicite suivante pour la courbe neutre aux petites amplitudes du pompage:

2 2 3A
(s-2) +roup=%, =3 Gk (3.33)
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ou kg est défini a partir de la condition A = 1. Finalement, les racines carrées de I’équation quadra-
tique (3.33) (étant la fonction du nombre d’onde) donnent les branches de la courbe neutre. Bien
que la formule (3.33) soit obtenue en supposant que le parameétre o est petit, les courbes neutres
sont représentées sur la Fig. 3.4, pour illustration, dans le cas de viscosités égales (v = 1), pour
un nombre de Weber égal & 100 et pour les valeurs 1, 2 et 4 du paramétre o. Ainsi, pour une
augmentation du parameétre ”visqueux” o, le seuil de la stabilité augmente. Sur la Fig. 3.5, sont
présentées les courbes neutres pour We = 100 et & = 1; le paramétre v, ayant les valeurs 0.1, 0.5,
1, 5 et 10. Comme on le voit, I'interface est plus stable (pour H; = Hy) si la viscosité du liquide
inférieur est plus grande que la viscosité du liquide supérieur, ce qui est le cas ordinaire pour les
écoulements des liquides bicouches [23]. Pour d’autres domaines résonnants, on trouve le seuil de

stabilité de la méme maniére.

On peut écrire les formules (3.16), (3.18) sous la forme bréve suivante:
6(k B,
L
We We
A partir de (3.33) et (3.34), nous obtenons la valeur critique du paramétre B,:

u(k), A =oWe V2x(k). (3.34)

. WeQ* a|%(X(k))| el/2 — o
B = 0 =4 () w D(k)o.

Ainsi, pour un faible amortissement, le seuil de la stabilité est proportionnel & la racine carrée
de la viscosité. La dépendance de la hauteur du seuil avec le nombre de Weber est définie par le

coefficient D:

_ 4 ROE)) g vy
D(k) = 4520 ().

Cette derniére expression, avec le premier rapport de (3.34), établit la dépendance D(We)
sous forme paramétrique (Fig. 3.6). Avec la croissance de la fréquence des vibrations, le seuil

de l’instabilité croit d’une maniére monotone.

3.3 Formulation complete: probleme linéaire de la stabilité pour

les liquides visqueux

Dans ce Paragraphe, pour simplifier le probléme, il est supposé que les couches liquides ont une
épaisseur identique h; = hy = h. Nous choisirons les unités de temps, de longueur, de vitesse et de

pression, de la maniére suivante:
1/w; h; aw; pohaw?.

En supposant que les liquides sont visqueux, nous recopierons les équations adimensionnelles du
mouvement et de continuité, dans le systéme de référence lié a la couche:
0vg

o+ A(#V)is = —RVps + Q3! At — G, A1 + kcost, (3.35)

55



div vg = 0. (3.36)
Aux frontiéres rigides de la couche, on définit les conditions de non glissement:

z=-1: ;=0 z=1: vy=0. (3.37)

A Yinterface z = £(z,y,t) on satisfait les conditions (a) d’équilibre des tensions normales, (b)

de continuité de la vitesse et (c) la condition cinématique:

[p]n; = (Ql_lp_la'fli) - Qz_lafz))nk + A7 'Weln; div 7, (3.38)
[3] =0, (3.39)

106 . L
Za + (’01V)§ = Y. (3'40)

La condition du caractére fermé de ’écoulement (3.7) prend la forme
¢ 1
Ve : /171} dz + /172}' dz = 0. (3.41)
-1 ¢

Ici, comme dans le Paragraphe précédent, le saut de la grandeur a l’'interface est désigné par des

crochets, par exemple [p] = p; — p» et les parameétres adimensionnels suivants sont introduits:
o A=ah!
o Qg = hzwl/g !
o G, =g/(hw?)
o We = prhPw?/a
e p=yps/p1, Ri=pet Ry =1
Ainsi, en général, le probléeme comporte 6 parameétres adimensionnels: ’amplitude A4, les deux

fréquences g, le parametre G, le nombre de Weber We et le rapport des densités p.

3.3.1 Ecoulement principal et stabilité

Le probléme (3.35) - (3.41) admet une solution simple, correspondant & l'interface plane £ = 0 et a

P’écoulement 2D fermé

Vs = Ug(2)j exp(it) + C.C., (3.42)
Pg = —GOA_lelz + z(Qexp(it) + C.C.), Q = const. (3.43)

Les fonctions Ug(z) peuvent étre trouvées analytiquement, mais les expressions pour celles-ci sont

trop encombrantes, c’est pourquoi elles ont été approximées par voie numérique. Sur la Fig. 3.7 on
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présente les profils de la vitesse a quatre instants: (a) t =0, (b) t =7/2, (¢)t =, (d) t = 37 /2. La
direction de 1’écoulement change a I'opposé lors du décalage d’une demi-période du forgage extérieur.

Notons la présence de fines couches frontaliéres, des deux c6tés de ’interface et prés des murs rigides

de la cavité (Figs. 3.7(a) et 3.7(c)).

Comme dans le cas du probléme de stabilité avec approximation de fluide parfait, nous analy-
serons la stabilité de 1’état principal par rapport a de petites perturbations 2D, périodiques en espace
et en temps. Dans le cas ou la fréquence adimensionnelle des vibrations est grande, les couches
frontaliéres deviennent particuliérement fines, ce qui rend le probléme de ’analyse numérique assez

complexe.

Par linéarisation des équations prés de la solution (3.42), (3.43), nous obtenons le probléme

suivant pour de petites perturbations g et pg des champs de vitesse et de pression:
8u,3 . . - 1A =
ot + A(VlgV)ulg + A(U5V)V/3 = —RﬁVpg + Qﬁ1Au5, (3.44)

div ilg = 0. (3.45)

Les conditions aux limites pour le systéme des équations (3.44), (3.45) ont la forme:

z=-1: i =0 z=1: iy=0. (3.46)
z=0: A~ (p; o€+ We_1A§> n; + [pjn; = (R flp_la'lg) - Qz_lo'fz))nk, (3.47)
oV
[a] = - [5] £, (3.48)
109¢ B
1o HVE = (3.49)

Comme conséquence de ’homogénéité du probléme le long de 'axe z, nous nous limiterons a la
considération des perturbations normales, proportionnelles & exp(tkz). Finalement, le probleme de

la stabilité linéaire entre les couches de liquides visqueux, immiscibles, prend la forme suivante:

% + ik AVgug + wﬁAaalzﬁ = —ikRgpp + ngl(g—; — k*)ug, (3.50)

3 B 4 ikAVawg = —Rpg 38’”3 +Q5%( 38_222 — k) wg, (3.51)

ikug + 8(;‘; B — o, (3.52)

z=-1: uy = wy = 0; z=1: Uy = wy = 0, (3.53)

z2=0: AT (”%GO - We—1k2> + [p] + 2 (Q;l% —-Qrtp! %) =0, (3.54)
_ Qﬂ—fp (zkwl + %"1 +§%Zl> + ikws + % + &82V2 =0, (3.55)
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[u] = - [W] ¢, (3.56)

0z
[w] = 0, (3.57)
%% + ikVi€ = w1. (3.58)

Les perturbations arbitraires continues dans le temps peuvent étre présentées, en utilisant le
théoréme de Fourier, sous forme d’une somme de modes simples sinusoidaux (en nombre infini, dans
le cas général) avec des amplitudes et des fréquences cycliquement différentes. Nous approximerons

les champs dépendant du temps par les segments finis d’une série de Fourier sous la forme

N
fa(z,t) = E [np(2) exp(int), (3.59)
n=—N

ou 'indice n peut avoir les valeurs entiéres (le cas synchrone), ainsi que demi-entiéres (le cas asyn-
chrone). Ainsi, nous obtenons pour chaque couche un probléme aux limites & deux points pour un
systéme d’équations différentielles ordinaires linéaires du premier ordre pour les amplitudes p,3(z),
ung(z) et w,g(z) (nous remarquerons que les amplitudes &, (z) peuvent étre eliminées des condi-
tions aux limites (3.54) - (3.58)). L’ordre de ce systéme (pour le cas synchrone) est de 4N (voir
PANNEXE B), N étant le nombre des termes synchrones de la série (3.59)).

Il est important de remarquer que dans les systémes d’équations différentielles ordinaires obtenus,
les harmoniques synchrones et asynchrones existent indépendamment les uns des autres. Du point
de vue mathématique, c’est la conséquence du fait que ’état principal V3 = Ug(z) exp(it) + C.C.
”déplace” I'indice n de £1, c.a-d. les harmoniques synchrones passent aux synchrones, et asynchrones
passent aux asynchrones. Ainsi, les problémes aux limites correspondants peuvent étre résolus
indépendamment. Les solutions du probléme aux limites pour des harmoniques synchrones ont
la période du forcage extérieur, mais les solutions du probléme aux limites pour des harmoniques

asynchrones ont une période égale au double de la période du forcage extérieur.

La procédure de résolution numérique du probléme spectral linéaire consiste en ce qui suit (ici
nous décrirons briévement 1’application de cette procédure pour le probléeme donné; la description
plus générale est présentée dans le Chapitre 4). Comme on le sait [40, 35], on peut toujours réduire
le probléme aux limites au probléme de Cauchy. Pour obtenir la solution du probléme aux limites,
le systéme des équations différentielles ordinaires linéaires, pour chaque couche, doit étre integré 2N
fois (dans le cas synchrone), depuis le mur rigide vers ’interface (située au milieu), chaque fois avec
un vecteur de conditions initiales différent. Les vecteurs des conditions initiales doivent étre choisis
linéairement indépendants. Les solutions, obtenues aprés intégration, sont mises comme conditions
a l'interface, en formant le déterminant caractéristique D, qui est une fonction du nombre d’onde &

des perturbations et de ’amplitude adimensionnelle A des vibrations. La valeur A = A, quand D
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est égal & zéro (pour k fixé) est critique pour la stabilité neutre. Ainsi, pour N = 10 (le choix d’un
tel nombre de termes de la série de Fourier permet d’obtenir une précision suffisante du résultat), les
40 équations différentielles ordinaires doivent étre integrées (2 % 10) * 2 = 40 fois depuis la frontiére
vers 'interface pour obtenir la valeur de D, pour k et A fixés. Pour réduire D a zéro, pour A = A,

et k = k., il faut répéter la procédure d’intégration le nombre de fois nécessaire.

3.3.2 Résultats des calculs numériques

L’algorithme mentionné ci-dessus a été ”parallélisé” et les calculs ont été faits avec ’ordinateur
Parsytec Power Xplorer a huit processeurs Power PC 100 Mhz paralléle, avec 8Mb de mémoire
rapide, chacun. Pour les calculs on a utilisé jusqu’a 20 fonctions de base f,(z) pour chaque cas
(synchrone et asynchrone). Nous remarquerons, cependant, que deux fois moins de fonctions de

base suffisent déja pour 'obtention d’une précision acceptable des calculs.

Sur la Fig. 3.8, sont présentés les courbes neutres qui partagent le plan (k, A) en domaines de
stabilité et d’instabilité, nommés ”languettes”. Les parameétres adimensionnels sont choisis de la
maniére suivante: p= 0.5, G,= 0.16 et We= 6.25. On trouvre seulement les solutions synchrones.
Cette situation n’est pas unique, ’absence de solutions asynchrones dans certains problémes avec

excitation paramétrique a été remarquée récemment en [16].

Les courbes asymptotiques "non visqueuses”, obtenues en résolvant le probléeme (3.16), sont
représentées par les lignes continues; les courbes numériques obtenues en résolvant le probléme
(3.50) - (3.58) pour diverses valeurs de la fréquence adimensionnelle ; = Q5 = 2 sont représentées

par les lignes tiretées.

Pour les valeurs élevées du paramétre Q (ce qui correspond aux petites viscosités) les points des
minimums sur les courbes numériques sont proches des sommets des ”languettes” paramétriques,
ce qui signifie un petit seuil d’apparition de ’instabilité (Fig. 3.8(a)). En réduisant la fréquence
(augmentation de la viscosité) le seuil de 'instabilité grandit (Fig. 3.8(b)). Ainsi, la viscosité exerce
une influence faible sur l'instabilité de Kelvin - Helmholtz, mais supprime fortement 1’instabilité
paramétrique, lie a ’excitation des ondes capillaire - gravitationnelles. Ces résultats sont en accord
qualitatif avec les résultats de I’analyse du modéle phénoménologique ”visqueux” (§3.2.3). Nous
remarquerons aussi, qu’a une certaine fréquence critique (22, < 250), la frontiére du domaine de
Iinstabilité de Kelvin - Helmholtz adhére a la frontiére de la zone résonnante (Fig. 3.8(b)), de
sorte qu’aux plus petites fréquences on ne trouve qu’une seule courbe neutre pour chaque valeur
de la fréquence. Cela signifie, que dans le cas des liquides visqueux, la différence entre I'instabilité

paramétrique et non-paramétrique disparait.

Les résultats obtenus a partir de ’analyse du modéle phénoménologique (la courbe en traits,

correspondant aux valeurs de o = 0.3307, nu =1 et We = 6.25) et les résultats des calculs numériques
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du probléme complet (la courbe en continu, correspondant & la valeur de Q = 360, voir Fig.3.8(b)
et description) sont présentés sur la Fig. 3.10. Le modéle phénoménologique donne un seuil de
I'instabilité qui est sous-estimé de 4 fois par rapport a la valeur réelle. Il est intéressant de remarquer
qu’une comparaison analogue du modéle et des équations complétes, faite en [15] pour le probléme
de la stabilité linéaire de 'interface soumis & un champ de vibrations verticales, a donné le résultat

inverse, c.a-d. le modele a prédit un seuil surévalué.

Sur la Fig. 3.9, on présente la dépendance du seuil de I’instabilité sur la premiére zone résonnante
de la fréquence adimensionnelle. Avec une augmentation de la fréquence, ’amplitude critique
diminue et la ”languette” instable est déplacée vers le domaine des ondes courtes, en accord complet

avec les résultats du probléme "non visqueux”.

3.4 Analyse faiblement non-linéaire de I’instabilité des ondes longues

dans le cadre de ’approximation des hautes fréquences

Dans les paragraphes précédents de ce Chapitre, ont été étudiées en détail les structures périodiques
a D’interface d’une paire de liquides immiscibles soumis & un champ de vibrations tangentielles de
fréquence finie. Dans ce Paragraphe, dans le cadre de ’approximation a hautes fréquences et de la
procédure de la "moyenne”, on obtient une équation non linéaire, ayant la forme de la deuxiéme loi
de Newton, pour ’amplitude de déformation de l'interface par rapport a ’état d’équilibre (plan). Il

est montré que ’équation donnée a la classe des solutions solitaires (solitons).

Si la fréquence des vibrations est assez grande, de sorte que w > v/L? ol L est la taille
caractéristique des structures hydrodynamiques, v est la viscosité cinématique du liquide, on peut
mettre en relief dans toutes les variables la composante pulsatoire rapide et la partie lente, dont les
temps caractéristiques de changements sont grands en comparaison avec w™! [44]. Ainsi, il y a une
hiérarchie des temps, ce qui rend naturel I’application de la méthode des échelles multiples [48] lors
de la mise en moyenne des équations et des conditions aux limites. L’amplitude des vibrations a est

supposée petite, mais I’amplitude de la vitesse des vibrations b = aw est finie.

Le probléme linéaire de la stabilité de 'interface plane soumise & un champ de vibrations de
hautes fréquences a été résolu en [44]. En [44], il est montré que pour des vibrations horizontales
de la cavité, ’état quasi-stationnaire est possible quand il n’y a pas de mouvement moyen, mais
Pinterface (au milieu) fait de petites fluctuations (de I'ordre de I’amplitude des vibrations) prés
du relief immobile. Dans ce cas, on obtient les équations générales et les conditions aux limites a
Pinterface pour les vitesses pulsatoires et ”moyennes”. En [37], les effets non linéaires ont été étudiés,

en particulier, le caractére de branchement du relief périodique pour les couches d’épaisseur finie.

L’état de quasi-équilibre est défini a partir du probléme [44] (¥ et ® sont les fonctions de courant
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pour les perturbations planes (2D)):
AT =0, A®=0, (3.60)
z=-Hy: ¥=0; z=Hy: &=0. (3.61)

A Yinterface z = £(2), on satisfait les conditions suivantes:

(p—1)(Hy + H,)
V3= , 3.62
pHy + H,y ¢ (362)
p(\I’z - \I’mfm) =, - (I)ﬂcfma (363)
p(H1—|-H2) H1—|—H2 :| S:L':L'

PT Py T g 9.8, 4+ 0,8, — £+ —2_ — const, 3.64
pH> + H; pHs + Hy ¢ (14 ¢£2)3/2 (3.64)

a’w? P1— P2 1/2

= B = = .

p = p1/pa2, y ( o )

Ici, comme unité de mesure de longueur on choisit la combinaison [a/(p1 — p2)g]'/?, on conserve les
mémes unités pour ¥ et ®, l'indice inférieur de ¥, ¥, £ désigne la différentiation selon la variable
correspondante. Dans le cas d’épaisseurs identiques des couches, H; = Hy = H, les équations (3.60)

- (3.64) se raménent aux équations (2.6) - (2.7) de [44].

L’amplitude de la déformation £(z) de 'interface de I’état d’équilibre plan est considérée comme
une petite grandeur et nous rapportons les conditions aux limites & la surface non perturbée £ = 0
avec une précision limitée aux termes linéaires. En fonction de I’idée principale de la méthode des

échelles multiples nous introduisons la hiérarchie des longueurs

z1 = €z, ry = ez, r3 =€z, ...

et nous trouvons que toutes les variables en (3.60) - (3.64) sont fonctions de ces longueurs. Ensuite,
nous présentons la dérivée selon la coordonnée de n’importe quelle grandeur f(z), aussi bien que les

champs cherchés ¥, ® et que la fonction &, en séries

of _ 0f  .0f  s0f g 4
9 63:01 + € 92 + € B2 + ..., U = Uoe + Wye” + ..., (3.65)

@Z‘I’262—|—¢464—|—..., €:§2€2+§464—|—...

Nous présentons le parameétre vibratoire B sous forme de B = B, + €%r, out B, est la valeur critique

par rapport aux perturbations des ondes longues; » étant le paramétre super(sous)critique.

Les équations (3.60) - (3.64) donnent, aux ordres principaux en e:

_(p=1)(H1+ Hy)H, z _ p(1—p)(Hy + Hy)H, oz
¥, = (pH + H;)? &2 (1 + H1> , Pa = (pH, + Hy)? & (1 H2> , (3.66)

(pHz + H1)?
2p(p — 1)(H1+ Ha)*

B, =

(3.67)
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A partir de (3.67), nous remarquons que, dans le cas de couches d’épaisseurs identiques, on obtient

le résultat connu pour le seuil de ’instabilité [44]:

_H(p+1)?
- 8p(p-1)°

*

A Yordre suivant en €, nous avons (en omettant ’indice 2 pour &)

U, = 0123 + 0222 + Csz + Cy, P, = 0523 + 0622 + Crz + Ch, (368)

, H} + pHj 2p(p — 1)(H1 + Hy)? 3(p—1) .»
- rE + =C, C = const. 3.69
¢ ( 3(pH2 + Hi) (pHs + H,y)3 ¢ PH2+H1€ (369)

Ici, C; — Cg sont les fonctions connues de p, Hy, H, £(z); et le signe * désigne la double différentiation

en .

En [44], il était montré que, pour les couches fines (H? < 3) d’épaisseur identique H, les per-
turbations des ondes longues sont les plus dangereuses. Dans les couches d’épaisseur différente, les
perturbations des ondes longues sont plus dangereuses pour (H;+pH3)/(pHs+H;) < 3. Nous aurons
en vue ce cas par la suite. En outre nous nous intéresserons seulement aux solutions de I’équation
(3.69) qui sont a zéro en permanence, c.a-d. des solutions pour lesquelles C' = 0. L’équation (3.69)

peut se réduire a la forme de la deuxiéme loi de Newton

”

1 1
& = —dU/d¢, U= §ar§2 + §b§3, a(p, Hy, Hy) > 0, b(p, Hy, Hy) > 0. (3.70)

La dépendance de U(&) pour différentes valeurs négatives de r est présentée sur la Fig. 3.11 (r =

—0.4, —0.6, —0.75).

Au niveau nul de I’énergie correspond la déformation de l'interface sous forme d’un soliton

immobile (Fig. 3.12). Son amplitude, d’aprés (3.70), est donnée par I’expression

Puisque les valeurs » < 0 correspondent au domaine souscritique, le soliton est stable, ce qui permet
de compter sur sa détection dans les expériences. Nous remarquerons que, hormis les solutions de
type solitaire dans ’espace des parametres, se trouvent les solutions périodiques correspondant aux

energies E < 0. Ces solutions ont été étudiées en détail en [44] et [37].
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C’est une place pour la figure f32-35
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C’est une place pour la figure 36
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C’est une place pour la figure f37
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C’est une place pour la figure f38-39
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C’est une place pour la figure 310
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C’est une place pour la figure f311-312
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3.5 Conclusion

On montre que, dans le cas des fluides parfaits, le probleme de la stabilité linéaire, notamment des
perturbations planes (2D), est réduit & I’analyse de 1’équation de type Mathieu. Ainsi, les vibra-
tions tangentielles entrainent l'instabilité de D’interface, liée & D’instabilité de Kelvin - Helmholtz
a la frontiére entre deux écoulements de sens inverse, non stationnaires, ainsi qu’a l'intensification
paramétrique des ondes a I’interface. Dans le cas limite de viscosité nulle, le premier type d’instabilité
est caractérisé par le seuil fini de I’amplitude de I’excitation, tandis que pour I’instabilité paramétrique
il n’y a pas de seuil. Cependant, pour les hautes fréquences, 'instabilité paramétrique a lieu dans
un intervalle étroit des nombres d’onde et, par conséquent, elle est trés sensible & ’amortissement
visqueux. En outre, dans le cas considéré, les vibrations & hautes fréquences peuvent entrainer la

déformation de l’interface sous forme d’un soliton immobile.

Dans le cas des liquides visqueux la différence entre ’instabilité paramétrique et nonparamétrique
disparait. Les résultats de ’analyse du modéle phénoménologique ” visqueux” sont en accord quali-

tatif avec les résultats de 'analyse du modéle complet.
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CHAPITRE 4

PROBLEMES AUX LIMITES ET A
CONDITIONS INITIALES POUR
LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
LINEAIRES

Dans le Chapitre 3 (§3.3), on abordait déja certaines questions liées & la résolution numérique des
problémes aux limites et & conditions initiales. Dans ce Chapitre, ce probléme est élucidé plus en
détail. Dans la Section 4.1, on cite la description de la méthode numérique, sur la base du modéle
utilisé pour le probléme du §2.3. La Section 4.2 est consacrée a la procédure de réalisation de la

méthode susmentionnée, sur un ordinateur avec processeurs paralléles.

4.1 Méthode de réduction du probleme aux limites au probleme

de Cauchy

Le probléme aux limites examiné pour les perturbations neutres de 1’état de quasi-équilibre a la

forme suivante (voir page 35):

Uysy — %ABCTﬁz + 4%00143025 + 2k*u, + A(k*u + Aw) — k*w — G4 Spo, (4.1)
w, = k*u+ Aw, (4.2)

S.. = k’S — Aw, (4.3)

¥ = k> + A, — CS./po, (4.4)
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z=0, 1: u=w=9=25,=0. (4.5)

Ici, u(z),w(z) sont les amplitudes du champ plan des perturbations de la vitesse moyenne, ¥(z)
est ’amplitude de la fonction de courant du champ des perturbations de la vitesse pulsatoire, S(z)
est le logarithme naturel du champ des perturbations de la densité moyenne, po(z) est la densité
moyenne, k est le nombre d’onde des perturbations le long de 1’axe z, B est le paramétre vibratoire,
G4 = Ga Py (ou, Ga est le nombre de Galilée, P; est le nombre de Prandtl diffusif), A et C sont

des constantes.

Le probléme aux limites (4.1) - (4.5) est caractéristique: la solution non triviale existe seulement
pour des valeurs définies du paramétre spectral k. Les nombres d’onde k des perturbations se
trouvent comme les valeurs propres du probléme aux limites; les fonctions propres correspondantes
u, w, S définissent la structure des perturbations caractéristiques des vitesses moyennes et pulsatoires

et de la densité. Les valeurs propres k dépendent des parameétres B et Gg.

En suivant [35], nous exposerons ici la méthode de réduction du probléme aux limites au probléme

de Cauchy.

En introduisant les notations

Y=u, Ya=w, Ys=1v, Ya=29S; Ys=1Uy Yo =1Upy Yr=7%;, Yg=25 (4.6)

nous écrirons le systéme initial du huitiéme ordre (4.1) - (4.5) sous forme du systéme de huit équations

du premier ordre:
Y1 =ys, Yo=Ky + Ay, ys=uyr, yy=k'ys — Aps,
Ys = Yo, Yo = %ABCZW + 4%014302:'/8 + 2k%ys + A(k’y1 + Ays) — k?y2 — Gapoys,
yr = k*ys + Ay — Cya/po,  Ys = Ya- (4.7)

Pour la position du probléme aux conditions initiales du c6té gauche du domaine d’intégration
z = 0, on doit poser huits conditions pour les fonctions y;. Quatre d’entre elles sont définies par les

conditions aux limites du probléme:
z=0: v, =0, i=1,23,4. (4.8)

Les quatre conditions manquantes doivent étre transférées du c6té droit du domaine z = 1. Suivant
la technique standard de réduction au probléme d’un point, nous examinerons les quatre solutions

particuliéres linéairement indépendantes du systéme (4.7), qui satisfont aux conditions

2=0: (1 _ 1 _ )y _ (1) _ (1) (1) _ (1)_0’

1
Y1 =Y =Y =Yy =Ys =Yg =Y7 = ()_1

Ys =4

)0 o2 1.
Y9 =Y =Y =Yg =Y =Yg —Ys —VY, Yy =4



N O O g O Y R (4.9)

4 4
Y1 =Y =Y =Ysi =Yg =Yg —yf;):O, yé)zl-

Ici, I'indice supérieur indique le numéro de la solution particuliére. A 1’aide de ces solutions partic-
uliéres on peut construire une solution générale, satisfaisant toutes les conditions aux limites sur le

c6té gauche du domaine:

yi(2) = C1yiV (2) + oy (2) + CavP () + CawP(2),  i=1,2,...8. (4.10)

Les constantes Cy, Cs, C3, Cy sont définies a partir des conditions aux limites sur le c¢6té droit du

domaine d’intégration:
z=1:y1 =y2 = Y3 = Ya. (4.11)

De 13, on obtient le systéme de quatre équations algébriques homogeénes pour les coefficients:

1 2 3 4 .
Ciy + Coy® + Oy + 0y =0,  i=1,2,3,4. (4.12)

La condition d’existence de la solution non triviale du systéme (4.12) consiste & égaler son
déterminant a zéro; nous écrirons cette condition en revenant aux notations initiales des fonctions

(voir 4.6):

u(l)(l) u(z)(l) u(3)(1) u(4)(1)

D= w(1) w?(1) W) W) =0. (4.13)
M) (1) () (1)
sPay sPa) sPa) s

Le déterminant D dépend des parametres du probleme B, G4, A, C, k. L’équation caractéristique

(4.13): D(B,G4, A,C, k) =0, définit le spectre des nombres d’onde k.

Ainsi, pour la définition du spectre des nombres d’onde (et, par conséquent, de toutes les car-
actéristiques de la stabilité linéaire), il faut construire les quatre solutions linéairement indépendantes
satisfaisant aux conditions (4.9), et calculer a la précision suffisante les éléments du déterminant D.
L’intégration des équations (4.7) est faite par voie numérique; C’est le moment de se servir, par
exemple, de la méthode de predicteur - correcteur d’Adams [50], qui est dans la plupart des cas
plus efficace que la méthode de Runge - Kutta. Nous avons utilisé le programme LSODA [19] de la
collection des programmes mathématiques ODEPACK [7].

Au cours de l'intégration des systémes du type (4.7), il peut y avoir des difficultés, liées a la
présence des petits parameétres aux dérivées principales. Parmi les solutions, peuvent apparaitre les
solutions oscillatoires et & croissance rapide. Les conditions initiales (4.9) assurent ’indépendance

linéaire des quatre solutions particuliéres seulement & 1’étape initiale de 'intégration. Par la suite,
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cependant, & cause de la présence de la solution & croissance rapide et des erreurs d’arrondis,
I'indépendance linéaire des solutions particuliéres se perd - elles deviennent proches, indépendamment
des conditions initiales appliquées sur le c6té gauche. Cela ameéne a ce que le systéme (4.12) devient

mal conditionné et la conditon (4.13) ne permet pas de définir les nombres d’onde caractéristiques.

Pour éliminer de telles difficultés Godunov [36] a proposé la méthode d’orthogonalisation. L’essence
de la méthode est de faire des arréts, en cours d’integration (par exemple, & chaque pas), pour rétablir
I'indépendance linéaire des solutions. Nous exposerons ici cette procédure, suivant [31].

(1) (2) (3)  (4)

Supposons qu’a un certain pas d’intégration nous obtenions les quatre solutions y;/, v, ™/, 4, , 9, (¢ =

1,2,...,8). Nous construirons les quatre combinaisons linéaires de ces solutions

= a5 4 4 1 D 4 P

2

7V = alyM + Pyl + aPy® + afyY,

59 = a4+ o 4ol 1 oyl an

5 = ) 4 oyl L o0 L oD (=1, 8)

Nous demanderons, que les fonctions transformées
@V, a®" 1" §Oy (@@ @@ @) 5@y (@B @) GO @) (5@ 7" @) Sy

aient les mémes valeurs, au nouveau point, que les fonctions initiales au point de départ de ’intégration

z =0, c.ad.
(J) ()()_l_()()

ay 'Yy gy5

)3 4 g)()_

=a y5 71,
59 = oy 4 gDy 4 () 0) | Gy g
59 = U0 4 4 4 o480+ Pt = 5, (19

5 = P+ P+ P+ P =5
Ici, j est le numéro de la solution particuliére transformée (j = 1,2, 3,4), §;; est le symbole de Kro-

(7 @) G ()

neker. A partir du systéme algébrique hétérogéne (4.15) on trouve les coeflicients a;"’, a5, a3, a;

pour chacune des quatre solutions transformées. Les fonctions g’]éj), :i]éj), g§j), g}éj) définissent les con-

ditions initiales pour la continuation de la solution au pas suivant; les conditions initiales pour

y( .), ygj), 3,7:(,, .), 3,7( 7 sont calculées i aide des rapports (4.14). Lors de cette procédure on réussit a

garder 'indépendance linéaire des solutions jusqu’au point final du domaine d’intégration. Si on
(7 ) (J) (J)

considere les fonctions y:"/, yg'’, y7 comme les composants de quatre vecteurs, on peut dire que

la procédure consiste & maintenir I’orthogonalisation de ces vecteurs.

Les transformations linéaires, faites lors de 1’orthogonalisation, changent la contribution de
chaque solution particuliére & la solution générale (4.10) ce qui, cependant, n’influencé pas les valeurs

propres du probléme spectral.
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4.2 Procédure de résolution numérique du probleme spectral aux

limites sur un ordinateur aux processeurs paralleles

A la base de la procédure présentée, se trouve la circonstance que les quatres intégrations nécessaires
pour une valeur du déterminant caractéristique du systéme (4.7) peuvent &tre faites indépendemment?;

chaque intégration étant faite avec un des quatre vecteurs (4.9) comme condition initiale.

La variante la plus simple de ”parallélisation” de 1’algorithme, donnée sur deux processeurs, aura
la forme suivante (nous admettons, qu’il ne faut pas faire ’orthogonalisation des solutions lors de
'intégration) 2

1. L’utilisateur ”emprunte” deux processeurs, par exemple le 1 et le 2, I'un d’eux (nous dirons, le

1) est désigné "Maitre” et I’autre -”Esclave”, puis on établit une liaison bilatérale (link) entre

eux. Tout cela se réalise par programme.

2. Le ”Maitre” lit le fichier des paramétres du probléme et renvoie leur copie (ainsi que les numéros

3 et 4 des vecteurs des conditions initiales) sur 1"’ Esclave”.

3. Aprés réception de ces données 1’ Esclave” intégre successivement les équations (4.7) avec les
conditions initiales 3, 4 de (4.9). Pendant ce temps, le "Maitre” intégre successivement les

équations (4.7) avec les conditions initiales 1, 2 de (4.9).

4. Apreés ’achévement de l'intégration au point z = 1 1" Esclave” renvoie ”ses” solutions sur le

?Maitre”, ou le déterminant caractéristique est calculé.

5. Un des parametres du probléme (par exemple, le nombre d’onde) change de maniére a satisfaire
la condition D = 0 avec la plus grande précision (on peut utiliser, par exemple, le schéma de

dichotomie), et cette nouvelle valeur est transmise a 1" Esclave”.

6. Les points 3 - 5 de 'algorithme se répétent jusqu’a la réalisation de la condition D = 0.

Puisque la quantité d’échanges d’information entre les processeurs (ainsi que le taille du message

en octets) est trés minime, il est évident que ’algorithme paralléle pour les deux processeurs cité

'Dans ce Paragraphe, la plupart des termes est citée en langues francaise et anglaise

20n a aussi en vue, que le programme est écrit pour I’ordinateur parallele du type ” Ordinateur ¢ mémoire distribuée,
ou Distributed Memory Computer”. La particularité des ordinateurs de ce type est que I’échange d’information entre les
processeurs (chacun d’eux ayant un bloc particulier de mémoire) se réalise par I’envoi dirigé du message, & la différence
de ” L’ordinateur a mémoire partagée, ou Shared Memory Computer”, ou ’échange passe par le domaine de mémoire

3 b

commun & tous les processeurs (Fig. 4.1,2) [18]. Puisque la vitesse de transmission des données sur les liens (links)
de "L’ordinateur a mémoire distribuée” est beaucoup moins grande que la vitesse de transmission des données sur le
(bus) de ” L’ordinateur a¢ mémoire commune”, les stratégies de programmation se distinguent aussi. Si le processeur est
capable d’accomplir une grande quantité de calculs pendant le temps nécessaire pour ’envoi de l'information, il faut

construire ’algorithme de telle maniére qu’on puisse accomplir le plus grand volume des calculs entre les échanges.
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ci-dessus sera, en comparaison avec 1’algorithme ordinaire ”séquentiel” sur un processeur, environ
deux fois plus efficace. La définition stricte de Defficacité (Speedup) de ’algorithme paralléle est
donnée de la maniére suivante [18]. Soit T; le temps d’exécution du programme ”séquentiel” sur
un processeur, et T;, le temps d’exécution de la variante ”paralléle” du méme programme sur m
processeurs. On définira ’efficacité de ’algorithme paralléle par le rapport S = T;/T,,. Pour notre

exemple 1’efficacité mesurée est voisine de 1.9.

La nécessité de faire I’orthogonalisation des solutions complique, de fagon essentielle, la procédure
de résolution du probléme et réduit ’efficacité (essentiellement parce que la quantité d’échanges
d’information entre les processeurs augmente, ainsi que la taille de chaque message). En effet,
pour faire l'orthogonalisation de quatres solutions en un certain point intermédiaire du segment
d’intégration, il est nécessaire (a) d’envoyer deux jeux de données (REAL*8) des solutions de
I’ Esclave” au ”Maitre”, (b) de faire I'orthogonalisation et (c) de renvoyer toutes les deux solu-
tions orthogonalisées a 1"” Esclave”, et pendant 1’orthogonalisation 1”” Esclave” se trouve en attente,
ce qui est la conséquence du ”synchronisme” du mode d’envoi/réception de 'information. Chaque
orthogonalisation, faite ainsi, réduit l’efficacité de la procédure paralléle de 0.5%. Il faut remar-
quer, cependant, qu’ordinairement il n’y a pas de nécessité de faire ’orthogonalisation & chaque pas

d’intégration a travers la couche, il suffit de faire une orthogonalisation tous les 100 pas, environ.

Ainsi, pour augmenter ’efficacité, il faut modifier ’algorithme d’orthogonalisation, pour avoir la
possibilité de diminuer le nombre des échanges et la taille des messages. L’algorithme, décrit au Para-
graphe précédent, est assez difficile & ” paralléliser”, mais par contre c’est facile a faire avec le schéma
de Gram - Schmidt [52]. Nous aurons en vue le systéme de 16 équations différentielles ordinaires du
premier ordre avec les 8 assortiments de conditions initiales. Une variante ”paralléle” du schéma de
Gram - Schmidt pour m = 4 processeurs, reliés logiquement en anneau, est la suivante: le processeur
1 fait I’orthogonalisation de ”ses” deux vecteurs des solutions, les envoie au processeur 2 et continue
I'intégration en direction du point intermédiaire suivant; le processeur 2 fait 1’orthogonalisation des
quatres vecteurs, les envoie au processeur 3 et continue l'intégration .... et ainsi de suite (avec la
taille de message qui augmente toujours). A ’acquisition du point intermédiaire suivant, se passe le

réarrangement cyclique des numéros logiques des processeurs et la procédure se répéte.

On peut aussi augmenter efficacité en utilisant I’échange d’information ”asynchrone”. On peut
expliquer les différences entre les modes ”synchrones” et ”asynchrones” de transmission des données

entre les processeurs par I’exemple suivant 3.

Examinons le cas d’”un écrivain” et d””un lecteur”, ou 1’écrivain veut envoyer un bloc de données

au lecteur. Pour ce faire, ils utilisent les commandes SEND (”envoi”) et RECV (”réception”) *. Pour

3 .
O.Bessonov, correspondance privée.

*Les commandes SEND, RECV, ASEND, ARECV sont les fonctions systéme de lordinateur Parsytec Power
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la variante synchrone, les calculs des programmes seront arretés tant que I’échange n’aura pas lieu
effectivement. En réalité, il peut se trouver que ’'un d’eux ait donné la commande avant l'autre;

alors, celui-ci reste ”en suspens” plus longtemps.

Ce régime est justifié, si, par exemple, les données lues sont nécessaires au lecteur juste aprés
I’achévement de ’envoi. Mais il peut se trouver que 1’algorithme est organisé de telle maniére que les
données ne seront pas nécessaires tout de suite, mais la commande est donnée d’avance (ce qui est
préferable). Dans ce cas il est inutile de perdre le temps pour ’attente et il vaut mieux continuer les
calculs. C’est pourquoi la commande ARECYV est organisée de telle maniére qu’elle lance seulement
la transmission de données a I’appareil (plus exactement, prépare tout ce qu’il faut pour ’équipement
et le systéme opérationnel) et rend la gestion. Certainement, apres cela le contenu du ”paquet de
données” lu a chaque instant peut étre n’importe lequel, et on ne peut pas s’en servir. A un moment
donné, quand ’algorithme aura besoin enfin du contenu de ce ”paquet de données”, on doit passer
la commande WAIT (fr. ”attendre”), qui arrétera le programme, tant que les données ne viendront
pas. En un mot, les commandes ARECV et WAIT, placées une aprés 'autre, sont équivalentes a
une commande synchrone RECV. Certainement, si au moment de ’annonce de la commande WAIT

toutes les données sont déja venues, il n’y aura aucune interruption des calculs.

Cela se passe de la méme maniére pour les commandes d’envoi SEND et ASEND. Mais ici il y
a une particularité: puisque la destination de la commande de ’envoi - envoyer et ”oublier”, il est
inutile d’attendre la fin de la transmission. C’est pourquoi il peut arriver que la commande SEND
est organisée soit-disant de maniére asynchrone, sauf qu’elle n’a pas besoin de la commande WAIT.
Mais il est possible (dans le cas concret), que la commande SEND envoie les données directement
a partir du ”paquet de données” de 1’utilisateur, c.a-d. ne le copie pas dans une mémoire tampon
intermédiaire. Dans ce cas la commande SEND sera organisée réellement de maniére synchrone, et

'utilisation de la paire asynchrone ASEND et WAIT sera justifiée.

De toute fagon le choix de cette variante ou de 1’autre doit étre défini par les besoins et les

propriétés de P’algorithme. 1l est assez difficile de donner d’avance des recommandations précises.

Les résultats des mesures de l’efficacité de l'algorithme de résolution du probléme spectral de
la stabilité de I’interface plane entre deux liquides visqueux immiscibles, parallélisé avec différents

nombres de processeurs (§3.3) sont présentés sur les Tableaux 1, 2.

Table 1. Mode d’échange ”synchrone”

Xplorer [17]. La syntaxe des commandes peut se distinguer sur les différentes plate-formes.
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2 1.89
4 3.33
8 6.06

Table 2. Mode d’échange ” asynchrone”

m S

2 1.91
4 3.60
8 6.72
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C’est une place pour la figure f41-42
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CHAPITRE 5

CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

Dans ce travail a été étudiée la stabilité des écoulements 2D d’un liquide fermé, stratifié en densité,
soumis & un champ vibratoire polarisé linéairement, avec 1’axe des vibrations dirigé perpendiculaire-
ment au gradient de densité. Les problémes de stabilité formulés ont été analysés théoriquement
et numériquement, en utilisant une série de méthodes théoriques et pratiques de la stabilité hy-
drodynamique. Plusieurs types d’instabilité vibratoire ont été observés, dans un systéme liquide

continiment stratifié et dans un systéme bicouche de liquides immiscibles.

1. On a découvert que les vibrations horizontales progressives du récipient, contenant un mélange
fortement stratifié, aménent ’apparition de plusieurs niveaux d’instabilité aux ondes courtes,
avec le seuil fini, en ’absence de dissipation. Hormis l'instabilité de ce type, a lieu I’instabilité
paramétrique, liée au pompage résonnant de I’énergie (forcage extérieur) dans les ondes internes
gravitationnelles. Ce type d’instabilité est caractérisé par le seuil nul de 1’excitation en absence
de dissipation, et a lieu pour des intervalles étroits des nombres d’onde. Cependant, 1’insertion
du mécanisme dissipatif, par exemple de la diffusion moléculaire et de la viscosité, permet de
stabiliser 1’instabilité des ondes courtes. Plus dangereuses deviennent les perturbations avec
longueur d’onde finie. La réduction de I’intensité de la diffusion améne "augmentation du seuil

de stabilité et la réduction de la longueur d’onde de la perturbation la plus dangereuse.

2. Lors du passage de la stratification continue a discontinue, c’est-a-dire, lors du remplacement
du liquide contintiment stratifié par le systéme de deux liquides immiscibles avec densités
peu différentes, il y a nécessité de prendre en considération les effets liés & la présence de la
tension superficielle a I'interface entre les couches liquides. On montre que dans le cas de fluides
parfaits, le probléme de la stabilité linéaire par rapport aux perturbations planes (2D) est réduit

a Panalyse d’une équation de type Mathieu. Les vibrations tangentielles induisent I’instabilité
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de l'interface, liée a l'instabilité de Kelvin - Helmholtz & la frontiére de deux écoulements de
sens opposés, non stationnaires, ainsi qu’a ’excitation paramétrique des ondes & l’interface.
Le premier type d’instabilité est caractérisé par le seuil fini de I’amplitude d’excitation, tandis
que pour l'instabilité paramétrique il n’y a pas de seuil. Cependant, pour les fréquences des
vibrations assez hautes, I'instabilité paramétrique a lieu dans un intervalle étroit des nombres
d’onde et, en conséquence, elle est trés sensible & ’amortissement visqueux. En outre, ’analyse
du mode des ondes longues d’instabilité interfaciale permet de déduire que les vibrations a
hautes fréquences peuvent provoquer la déformation de l'interface sous forme d’un soliton
immobile. Dans le cas de liquides visqueux, la différence entre I’instabilité paramétrique et

non-paramétrique disparait.

3. On propose un algorithme numérique efficace pour la solution des problémes linéaires spec-
traux de I’instabilité hydrodynamique sur les ordinateurs puissants avec processeurs paralléles.
L’application de la procédure donnée permet de réduire le temps machine pour un probléme
concret, par rapport au régime monoprocesseur (environ deux fois, pour un calcul sur deux

processeurs).

Perspectives

Un gros travail d’analyse et de simulation numérique a été effectué pour étudier la stabilité
vibratoire des systémes hydrodynamiques hétérogénes mentionnés ci-dessus. Il pourra servir de
guide pour l'interprétation des expériences spatiales réalisées par I’équipe de N. K. Bezdenejnykh

(Perm University).

La plupart des modéles mathématiques utilisés jusqu’a maintenant sont établis sur la base de
plusieurs hypotheéses simplificatrices; en particulier, nous nous servons largement de ’approche des
vibrations hautes fréquences, du modeéle de fluide parfait, de ’absence de diffusion moléculaire, d’un
interface entre liquides immiscibles, etc.

Cette étude n’est qu’une étape; elle devra étre poursuivie par les études (a) de I'influence vi-
bratoire sur un mélange liquide des trois composants et plus, avec équation d’état plus complexe,
géométrie plus complexe (b) de I'influence vibratoire sur une configuration de géométrie cylindrique

et axisymétrique comportant une couche liquide encapsulante annulaire.
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ANNEXE A

Probléme aux limites pour 1’équation (2.20)

en terme de variables de Lagrange

Les dérivées secondes des composantes de Fourier W(_;), W(;) sont définies a partir du systeme

d’équations algébriques (ou 'indice supérieur ' désigne la différentiation selon la coordonnée z):
A11W(_1) + A12W(1) =B

A21W(_1) + A22W(1) =By
ou les coefficients et les parties de droites sont données ci-dessous (’indice supérieur * désignant la
conjugaison complexe) :

Ay = agos/og — po/os, Az = apag/ay,

* * *
Ag = ogag/oq, Az = ohaz/oy + po/as,

By = ((—204VpVy — ag)po+ po(20aVoV5 — oz + Bs(Vy = Vo)) )Wy +
Waypo/ s +0.5p0VoW(—g) + ((0.5V0 + Be)po — 2p0Vo) W(s) +
(upoVy? — poVo (40aVo/3 + Br))W(_s) + V5 (aupoVg +
204p V5 — Bspo)W(—2) — BsV5 Ro) — (s + BsV5) Rio),

By = ((204VoV5 + a6)po + po(—20aV5Vy + a7 — Bs(V5" — Vy))W(_a) -
Wiaypo/ 4+ 0.5paV5 W_sy + ((0.5V5 — B)po — 200V5 ) Wia) +
(—apoVy? + poV5 (404V5 /3 = B2))Wi—o) + Vo (—aupoVy —
204poVo — Bspo)W(_1) + BsVy Rio) — (s — ﬁsVO)R/(o),

on = B3+ as(Vg' — Vo) = Ba(VoVs" + Vo'Vs),
oy =oas+ BV, as=(Vo+ B1)po,
oy = k/w, as5=0.5kaw, oag=rkw,
ar = kg/w, ag=0.5aw? ag=w? a;=0>5w,
B1 = 0.5taw, B9 = 0.25tka, [z = igk,

ﬁ4 = Zk, ﬁ5 = 052](5(1, ﬂe = 0.252.0(.«.),
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B7 =ika/6, Ps=1iw, Pg=iaw/6,

Bio = ika/S, B11 = 1ig,

R = [(pOVO” + 2P6V(;)W(—1) + (Vo + ﬁl)Pé)W(l) +
poVo(—1.504Vo — Ba)W(_s) + (Vi + 200V )W (_g) +
po(Ve = B1) W) + poVe (1.504Vg — Bo)W(_a)]/ 01,

Ry = [(3poVo +poVo )Wi-1) + (poVy +3p0Ve) W) +
(=15 (Vy® + VoVy ) — B2poVy )W(_g) + oV (—1.50aVo — B2) Wia) +
(3p0V5" + PV YW ( 2y + (poV5" + 3p0V5 )W(s) + (1.5capo (Vs +
VoVs") = B2poVs YWi(—a) + po Vs (L5 aaVg — o) Wia +
Rioy(Ba2Vo V5 + VoVg + V5Vy) + as(Vy = V5))]/ e

Les équations pour les composantes W(_,), W(3) se séparent aussi:

1"

W(—z) = —0.5a4[(3p0V0*” + 2p6V0*')W(_1) + (4P0V0*/ - pé)(VO* - ﬂl))W(l) +
(po(—40sVy Vi — 206) 4 (1.50a4VoVy' — 0.5a4V, Vi — 0.507 +
Ba(V5" — Vo)) po)Wi—s) + 200Wis)/ e + (=200 Vo /3 — poVy )W) +
(—4p0Vy + po(Vo/3 + Ba) )W sy + (poVo (—5aaVo/4 — fro) +
204p0Vo")W(_z) = Vi (a5 + BaVi) Rio))/ po,

"

Wy = 0.504(3p0Vy + 200V0)W(_2) + (4p0Vy — po(Vo + B1)) W) +
(po(4asVy Vi + 2a6) + (—1.5a4ViVy + 0504V Vo + 0.507 —

Ba (V5 = Vo)) po)W(—ay — 200Wiay /s + (—200V5 /3 = poV5™ )W(e) +
(—4poVy + po(V /3 — Ba))We) + (PoVy (BoaVy /4 — Bro) —
2a4p0V0*12)W(_8) + Vy(as — BaVo) R(0)]/ po,

Pour les composantes avec les numéros |n| > 3, les équations ont la forme

"

Wi, = as(ampo(2VoV§ + ao) + pooa VoV — Vo Vi) + (iVoVy +

(n)
VgV — B — a10Vy + a10Vé)ia4p8/n)W(n) — npé)W(ln)/azl +
((n+1)(poVs + poVa) — poVa/(r — 1))Win_1) + (2p0Vpn —
poVo/(n—1) = Brpy/(n = 1))W(,_y) + (—aaponVy® — aupgVoVy +
ap VoV /(n — 2) + BspoVy /(0 — 2))Wias) +
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(L= )PV + poV5") + oV /(4 1)) Winyr) +
(200V5" (=1) + Vi po/ (1 + 1) = Bupo/ (1 + n)) W,y +
(capo(—n) V5 + capo Vg Vg (n +3)/(n+ 2) —

BspoVs /(n+ 2))Winia)l/ (pom).

Pour fermer le probléme aux limites, on impose les conditions aux frontiéres rigides de la couche,

pour toutes les composantes de Fourier

z=0,1: Wiy = 0.
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ANNEXE B

Probléme aux limites (3.50) - (3.58)

en terme de composantes de Fourier

Les équations différentielles ordinaires pour les amplitudes p, g et w,, g apres I’élimination des am-

plitudes ug (avec ’aide de ’équation de la continuité) prennent la forme
/ 1 . _ 1" . *
Png = R_Ig [—(zn + Qﬁlkz)’wnﬁ + nglwng — ZkA(Ulg’wn_lﬁ + Uﬁwn“ﬁ)}

"

w,g = —ikQp[ikRapns + A(Ugwn-1p — Uptw,,_1 5+ Uj wnyr, — Ujwy g g+

’

i1 ~—1 n
(zkﬂﬁ — E) W, 5]
o f=1,2, n=0,+1,42,.. £N,

Up(2) = Bipexp (ap(1+1)z) + Bagexp (—ap(1+1)2) +iC, ag = (2/2)"/’

et Big, Byg, C sont des coefficients complexes.

Conditions aux limites & z =10

’ ' 1 .
(wm - wn2) + 5(1 + %) (a1(B11 — B21) — az(B12 — B22)) &no1+

1 . * * * *
‘|‘§(1 —4) (a1(By; — B31) — a2(Bis — B3,)) ény1 = 0,

Wp1 — Wp2 = 07
Zgn + EZk |:(B1[)’ + BZ,B + Zbﬁ)gn—l + (Blﬁ + Bzﬁ - Zbﬁ)€n+1:| — Wpg = Oa
- ]. ! !
AT, (pTGa — We_1k2> + [pn] +2 (Q;lwn2 — Ql_lp_lwnl) =0,

Qy
Qi p % %

ikwny + 1a3(Biz + Baz)én—1 — 1a5(B5y + B3y)Ent1 = 0.

. . . * * Z’ 1" Z’ "
(Zk’wnl + Za%(Bll + B21)&n—1 — za%(Bll + B31)ént1 + —wn1> + w9+

Conditions sur les murs rigides

!
z=-1: w; = wy = 0; z=1: wy = wy = 0.
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